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o: Latitud

Al Longitud

G: Constante de Gravitacién Universal (6.67384e-11 m/s?)
g: Aceleracién de la gravedad normal
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w: Deflexiéon de la Raiz
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D: Rigidez Flexural
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Introduccion

La Geofisica es la rama de la ciencia que posee como objeto de estudio el Planeta
Tierra desde un punto de vista fisico, concentrada en los procesos y propiedades fisi-
cas del mismo. Su objetivo es ahondar en la comprension de su estructura, evolucion
y los fendmenos que en él se generan. El origen de estas inquietudes acerca de nues-
tro planeta data de tiempos ancestrales. Los primeros pensadores ya intentaban dar
explicaciones a los fendmenos naturales que los rodeaban, mientras que en ciertas ci-
vilizaciones ya hacian uso de herramientas como la brijula o instrumentos sismicos,
de los cuales se sabe de su existencia desde el ano 132 AC. El auge del pensamiento
cientifico tampoco fue indiferente a esta rama del conocimiento: luego de formular
sus Teorias sobre Mecanica, Newton las aplicd para el estudio de la precesion del
equinoccio, entre otros.

Sin embargo, la Geofisica no fue considerada una disciplina independiente hasta
el siglo XIX. A partir de entonces los avances tecnoldgicos acompanaron el creci-
miento de esta ciencia, posibilitando la aparicion de nuevos y mejores instrumentos
de medicion (desde magnetémetros protonicos hasta mediciones via satélites) como
también de nuevas herramientas computacionales que permiten acelerar el anélisis
de cada vez mayores cantidades de datos.

En este trabajo haremos foco en la modelizacion de la tltima capa de la Tierra
que se conoce como Litdsfera, compuesta por la corteza terrestre y el manto superior.
Aun contando con los avances tecnolégicos nombrados en el parrafo anterior, la
adquisicion de datos por perforacién contintia siendo poco accesible, dificultosa y
solo nos brinda informacion de los primeros metros de la corteza. Es por ello que
es necesario recurrir a métodos indirectos que nos den informacién de la Litosfera
a partir de datos que podamos obtener en la superficie terrestre o en altura. Estos
métodos estan basados en la modelizacién fisica de la Litosfera.

A lo largo de este trabajo propondremos dos métodos fundados en otros ya
existentes: uno que parte del analisis del magnetismo para la Determinacion de
la Profundidad al Punto de Curie, y otro que utiliza datos gravimétricos y cartas
de topografia para la Determinacion del Espesor Elastico de la Corteza Terrestre.
Ademas, expondremos los programas computaciones que se implementaron con fin
de aplicar estas metodologias, mostrando en ambos casos, sus funcionamientos sobre
modelos sintéticos asi como también sobre una zona actualmente bajo estudio: la
cuenca Neuquina. Si bien el objetivo principal del trabajo no es la interpretaciéon y
entendimiento de dicha zona, decidimos aportar a su estudio desde los métodos aqui
implementados.

El punto en comin que poseen ambos es que la resolucion de los modelos se
realizan en el espacio de frecuencia, es por ello que podemos introducirlos dentro de
la categoria de métodos espectrales; los cuales han tenido su auge en muchas areas
cientificas y tecnologicas, asi como también dentro de la Geofisica, con la aparicion
del método de las Transforamdas Répidas de Fourier, a mediados de los anos 60"
A través de este algoritmo optimizado es posible trasladar los problemas hacia el
espacio de frecuencias muy rapidamente, reduciendo los tiempos de célculo.
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Los programas computaciones para aplicar algunas de las metodologias ya exis-
tentes se distribuyen bajo licencias privativas. Frente a esto, es nuestro deseo que
las implementaciones de los métodos que aqui propondremos se encuentren bajo
licencias de Software Libre, con el fin de que todos puedan beneficiarse con ellos y
que tengan la libertad de estudiarlos, modificarlos y distribuirlos si asi lo desean.

Para realizar esta tarea elegimos utilizar el lenguaje de programacién Python.
La principal razén de esta eleccion reside en que tanto el intérprete como la mayor
parte de las librerias que posee se encuentran bajo Licencias de Software Libre. En
segundo lugar, porque nos permite escribir cédigo de forma muy rapida y enten-
dible, liberando mas cantidad de tiempo para trabajar sobre la idea que queremos
implementar y haciendo mas hincapié en ella que en la construccién del cédigo. En
tercer y ultimo lugar lo elegimos debido a la existencia de poderosas librerias cien-
tificas y de célculo numérico (SciPy y NumPy, Jones et al. (2001)) como de ploteo
(Matplotlib, Hunter (2007)). Ademaés, durante el desarrollo del trabajo supimos de
la existencia de una libreria orientada a la aplicacién de métodos Geofisicos conocida

como Fatiando a Terra (Uieda et al. (2014)), también bajo Licencias de Software
Libre.

Como ya hemos dicho, en el desarrollo de este trabajo haremos foco en la modeli-
zacion de la Litosfera. Es de especial interés entender su comportamiento tecténico,
composicion y estructura debido a los fenémenos naturales que en ella ocurren (vul-
canismo, sismicidad, orogénesis, etc) y por la cantidad de recursos naturales que
alberga.

Existe una superficie, a la cual haremos referencia frecuentemente, conocida como
discontinuidad de Mohorovici¢, también llamada Moho. Se trata de la superficie que
delimita la corteza terrestre del manto superior. En océano, la corteza normal suele
tener un promedio de 6km de profundidad, mientras que para regiones continentales
promedia los 35km. La presencia de cuerpos anémalos puede generar variaciones de
esos valores, modificando la profundidad del Moho punto a punto. La Determinacion
del Espesor Elastico de la corteza juega un papel importante en la forma en la cual
la presencia de topografia en regiones continentales produce tal perturbacion en el
Moho.

También es necesario definir un marco de referencia para los datos con los cuales
trabajaremos. Debido a la geometria regular que presenta la superficie terrestre, se
hace muy dificil hallar una expresiéon matematica que la represente. Es por ello que
es necesario definir una superficie que reproduzca ciertas caracteristicas de la misma.

Desde un punto de vista geométrico podemos realizar una primera aproximacion
de la Tierra por una esfera cuyo radio es el radio promedio de la misma. Siendo este
modelo muy rudimentario e insuficiente, podemos extender dicha aproximacién a un
esferoide de revolucion que llamaremos Elipsoide de Referencia.

En el presente trabajo se utilizé el Elipsoide de Referencia WGS84 (World Geo-
detic System 1984), cuyo semieje mayor posee una longitud de a = 6378137,0 m y
la inversa del achatamiento 1/f = 298,257223563, de donde se obtiene un semieje
menor de b ~ 6356752,314245 m. Este representa un sistema de referencia estandar
para datos de altitud y de geoide (vease seccién 1.1), en coordenadas elipsoidales de
latitud (¢), longitud (\) y altitud (), donde h(\, ¢) = 0 reproduce el Elipsoide en
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cuestion.

Es comtn hallar los datos de muchas magnitudes referenciados en coordenadas
elipsoidales, o también conocidas como geograficas. Sin embargo, en determinadas
ocasiones es necesario contar con informacion acerca de la distancia entre los puntos
donde estos fueron tomados. Si la zona de estudio no es muy grande (no se extiende
méas a alld de algunos grados) es posible realizar una proyecciéon de los mismos a
coordenadas planas cuyos ejes se encuentran en metros. A lo largo de este traba-
jo utilizaremos un tipo particular de proyeccion, conocida como Gauss-Kriiger. Se
trata de un derivado de la Transversal de Mercator, y divide al territorio argentino
entre distintas zonas o fajas longitudinales. Para realizarla haremos uso del software
PROJ4, a través de su interfaz en Python: pyproj.
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Capitulo 1

Gravimetria e Isostasia

Los métodos gravimétricos poseen un lugar formidable en la historia de la ciencia.
Las primeras observaciones cuantificadas de la caida de los objetos tienen sus raices
en los experimentos de Galileo Galilei alrededor del afio 1590. En 1687 Isaac Newton
publica su famoso tratado Philosophiae Naturalis Principia Mathematica en el cual
propone que la fuerza gravitatoria es una interaccién entre toda la materia, incluido
el planeta Tierra.

En 1672 un estudiante francés, Jean Richer, nota que un reloj pendular diseniado
para ser preciso en Paris perdia unos pocos minutos al dia en Cayenne, Guinea Fran-
cesa. De esta forma se descubre que las observaciones con péndulos sirven para medir
la variacion espacial del geopotencial gravitatorio. Newton interpretd correctamente
esta diferencia entre ambas mediciones como consecuencia de la forma “ovalada”
de la Tierra. Los franceses opinaban distinto, por lo que enviaron dos expediciones:
una a las altas latitudes de Suecia y otra a Ecuador para medir cuidadosamente la
longitud de un arco de un grado en ambos lugares para compararlos. La expediciéon
a Ecuador estaba liderada por Pierre Bouguer, quien es conocido por la anomalia
que lleva su nombre.

La aplicacion de mediciones de gravedad a problemas geoldgicos se remonta a las
hipotesis rivales de John Pratt y George Airy publicadas entre 1855 y 1859 acerca
del equilibrio isostatico mediante el cual se soporta la topografia. En ese entonces
notaron que las plomadas cerca del Himalaya se deflectaban de la vertical una can-
tidad menor de la predicha debido a la masa topografica de la cadena montanosa.
Ambos propusieron que en la ausencia de fuerzas ademéas de la gravitatoria, las
partes rigidas de la corteza “flotan” en un substrato denso, por ende la masa total
en cada columna vertical hasta la profundidad de compensacién debe equilibrarse
punto a punto. De esa forma, las regiones elevadas deben estar compensadas por
deficiencia de masa, mientras que las depresiones topograficas estan sustentadas por
excesos de masas.

Pratt explicé estas observaciones en términos de variacion lateral de la densidad,
es decir, que los Himalayas estaban elevados por ser menos densos que la corteza
que los rodea. Airy propuso encambio que la corteza posee una densidad uniforme,
pero varia su grosor, por ende la cadena montanosa se eleva sobre el terreno que la
rodea gracias a la presencia de raices corticales.

Blakely (1995)

13



14 CAPITULO 1. GRAVIMETRIA E ISOSTASIA

1.1. Potencial Gravitatorio y Geoide

Segun la Ley de Gravitacion Universal de Newton, el potencial gravitatorio ge-
nerado por un diferencial de masa en un punto a una distancia r del mismo es:

m/=+fo (1.1)

donde G es la constante de gravitacién universall. Por ende, el potencial generado
por una distribucién de masas con densidad p(7) y volumen V puede escribirse como:

W,(F) = G/ p(_fg,’df' (1.2)

|7
Puede demostrarse que este potencial satisface la ecuacién de Poisson:
VW, = —47Gp (1.3)

Fuera de las masas la densidad p se anula y el potencial satisface la ecuacion de
Laplace:
VAW, =0 (1.4)

y por ende, W, es una funciéon harménica.

En el caso de que el cuerpo que genera dicho potencial sea la Tierra, no debemos
dejar de considerar el efecto de rotacién de la misma, el cual genera un potencial
centrifugo ®.

() = ;wzdﬁ (1.5)

donde w es la velocidad angular de la Tierra y d, = /22 + y? la distancia del punto
7 al eje rotacional (z).

En conclusion, el potencial gravitatorio generado por la Tierra fuera de sus masas
puede escribirse como la suma de un potencial harmoénico y un potencial centrifugo.

W =W, +o (1.6)

Sin embargo, podemos replantear dicho potencial como la suma de dos poten-
ciales: uno que llamaremos “normal” U y otro denominado “perturbativo” T'. Defi-
niremos al primero de forma tal que la superficie equipotencial dada por U(7) = Uy
tenga la misma forma que el Elipsoide de revolucién. Mientras que el segundo serd
el potencial perturbador necesario para alcanzar el potencial .

Reescribiendo los potenciales en las coordenadas elipsoidales (h, A, ¢), y teniendo
en cuenta que U no depende de A\, podemos expresar a W como:

Wi(h,\,¢) =U(h,¢) +T(h,\, 9) (1.7)

Finalmente, definiremos al geoide como aquella superficie equipotencial definida
por W(h, A, ¢) = Uy y ondulacion del geoide a la funcién N (), ¢) tal que:

LObsérvese que se utiliza la convencién del signo positivo para la definicién del potencial.
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1.2. Anomalias Gravimétricas

1.2.1. Gravedad Normal y Anomalia Gravimétrica

Antes de poder hacer referencia a una anomalia gravimétrica es necesario defi-
nir el escenario “normal” del cual dicha anomalia se aparta. Para ello se utiliza el
concepto de gravedad normal.

El vector de aceleracion de la gravedad puede obtenerse a partir del potencial
que lo genera. Por ejemplo, el vector de gravedad generado por el potencial terrestre
W puede obtenerse de la siguiente manera?:

G=+VIWV (1.9)

Y de aqui obtenemos la componente radial de la aceleracion:

ow

o (1.10)

9z =

Ahora, podemos definir la gravedad normal como la componente radial del gra-
diente normal U evaluada en la superficie del Elipsoide.

ou

= 1.11
go ar 1h—o ( )

Aprovechando que el potencial U es harmonico, es posible realizar un desarrollo
en harmonicos esféricos y luego obtener el valor de gy como funciéon de ¢. Para el
Elipsoide WGS84 ¢y adopta el siguiente:

1+ 0,00193185138639 sin?(¢)

go() = 9,7803267714
¢ 1 — 0,00669437999013 sin?(¢)

(1.12)

Finalmente, podemos definir la anomalia gravitatoria observada como la diferen-
cia entre la gravedad observada y la normal:

Ag(hv )‘a ¢) = gz<h7 >‘7 ¢) _90<¢) (113)

En la Figura 1.1 se expone un ejemplo simple de un modelo de litésfera que
incluye el manto, la corteza, una dada topografia junto con la raiz que genera,
e incluye un cuerpo andémalo inmerso en corteza. En la primer grafica podemos
apreciar la gravedad observada, es decir, la que genera el modelo completo junto
con el resto de la Tierra. Mientras que en la segunda grafica se muestra como se
ve modificada al quitarle a dicha magnitud la gravedad normal. El efecto que posee
esto sobre el modelo es el de remover la corteza normal y el manto, dejando una raiz
con un contraste de densidad negativo y parte del cuerpo anémalo con contraste de
densidad positivo.

20bsérvese que se utiliza la convencién del signo positivo para la definicién del gradiente del
potencial.



16 CAPITULO 1. GRAVIMETRIA E ISOSTASIA

1.2.2. Anomalia de Aire Libre

Observemos que la anomalia de gravedad observada posee una dependencia en h.
Por ejemplo, si la medicion fue realizada en topografia, h vendra a tomar el valor de
la cota topogréfica. Dicha dependencia resulta innecesaria, por lo cual es beneficioso
eliminarla. Para realizarlo haremos uso de lo que se conoce como correcciéon de Aire
Libre.

Esta consiste en quitar el efecto que produce el potencial normal U al elevar el
punto de medicién desde el geoide a la altura h. El mismo se obtiene realizando una
aproximacion por series de Taylor de la aceleracion de la gravedad:

dg(h
g(h) ~ go + gﬁ(r’) h~gy—0,3086-10"°h (1.14)

donde la constante 0.3086 estd expresada en s~2.

Definimos entonces el término de correccién de Aire Libre como:
gra(h) = —0,3086 - 10~° h (1.15)

Y la anomalia de Aire Libre no sera mas que la Anomalia de Gravedad Observada
menos dicha correcciéon:

Agfa:gz_go_gfa (116)
Gravedad observada } Gravedad observada -
:980000' . 0 Gravedad normal
@ ] = 7
@) &) .
A A7
Nw ] o] ]
£ 979500 &2 500 A
= 1 g _
7 2 1
= = ] = 2970 kg/m?
» . p = 2970 kg/m® — . p g
979000 - X 10004
0 prmmm e e ___
— 3 i
p = 2670 kg/m 1 p = 2670 kg/m? 3
= 'c ) Ap =300 k
£ E 5] p g/m
kS - — 200 kg
2 5 i
> C
S 2 40
o o
E -
60

- _4 _2 2 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o0 0 0 0 0 0 ©o -60 -40 -20 0 20 40 60

Distancia [km] Distancia [km]

Figura 1.1: Gravedad Observada y Anomalia Observada para un ejemplo con Topografia,
Raiz y cuerpo anémalo en corteza, medidas en topografia.
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1.2.3. Anomalia de Bouguer

Ademas de la correccion de Aire Libre, suele realizarse también otra correccién
para eliminar el efecto que produce la topografia sobre dicha anomalia. Esta se
conoce como anomalia de Bouguer.

La forma simple de la anomalia de Bouguer consiste en aproximar la altura
topografica en un punto dado por un cilindro infinito y restarle el efecto que este
genera a la anomalia de Aire Libre en el mismo punto.

Gby = 27 gopch =~ 0,1119-107° h (1.17)

donde p, = 2670 kg/m? es la densidad estdndar de las masas topograificas y la
constante de proporcionalidad estd expresada en s=2.

Finalmente, definimos la Anomalia de Bouguer como:
Ay = Agra — Gog = 9= — 9o — Gfa — by (1.18)

En la Figura 1.2 se exponen las anomalias de Aire Libre y de Bouguer para el
mismo ejemplo que el de la Figura 1.1. En la primer grafica vemos que la correccion
de Aire Libre quita el efecto que produce el haber obtenido las mediciones en altura,
sin embargo no produce ninguna modificaciéon al modelo. Mientras que en la segunda
grafica observamos cémo la correccion de Bouguer elimina el efecto gravimétrico que
produce la topografia.

- Anomalia de Aire Libre Anomalia Simple de Bouguer
— f—n) 0 Il
< <
U 400 C—g
=l 50
~ 200 %
Z = -100
g 0 S
o % -150
|
o -200 )
- p = 2970 kg/m3 .
0r--mm e = e ____ [0 J—— PRSI I
1 p = 2670 kg/m? ) .
= 1 Ap = 300 kg/m? T 1 Ap = 300 kg/m?
X 204 3 204
© T """~ A~ -7 37 " "~~—~—- © T """ N~ 37 """~~~
g | p = —400 kg/m?> g | = —400 kg/m3
R R
2 40 2 404
e i e 4
o o
60 T T T T T T T T T T T T T 1 60 T T T T T T T T T T T T T 1
-60 -40 -20 O 20 40 60 -60 -40 -20 O 20 40 60
Distancia [km] Distancia [km]

Figura 1.2: Anomalia de Aire Libre y Anomalia Simple de Bouguer para el mismo ejemplo
que el de la Figura 1.1.
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1.3. Isostasia

La isostasia es el estado de equilibrio entre la corteza y el manto terrestre debido,
entre otros factores, a la diferencia de densidades entre ambos. La corteza terrestre
es generalmente menos densa que el manto, con lo cual, debido al principio de
Arquimedes, se puede interpretar que la primera flota sobre el segundo.

1.3.1. Isostasia de Airy

Existe un modelo isostatico clasico conocido como Modelo Isostatico de Airy-
Heiskanen o Isostasia de Airy el cual predice que una elevacién topografica produce
una raiz que se introduce en el manto a una profundidad que depende de dicha
elevacién. El equilibrio se produce con la competencia de la fuerza gravitatoria de
la corteza y el empuje generado por la diferencia de densidades del manto y la raiz.

Dada una topografia arbitraria consideremos una columna de toda la litosfera
(desde la topografia hasta el manto superior), como se puede apreciar en la Figura
1.3. Segin el modelo de Airy, el peso de la parte cortical de la columna (primer
miembro de la ecuacién 1.19) debe anularse con el empuje generado por el desplaza-
miento de manto debido a la intrusién de la raiz (segundo miembro de la ecuacién
1.19).

prgh+petg+pewg=pnwg+pcty (1.19)
Reagrupando los términos se obtiene la ecuacion de equilibrio isostatico de Airy:
w=—""_p (1.20)

Pm — Pe

Al aplicar dicha ecuacién a cada punto del perfil o grilla es posible obtener la raiz
isostatica. Como observacién, tomando valores normales de densidades de topografia,
corteza y manto (p; = 2670 kg/m?, p, = 2900 kg/m?, p,, = 3300 kg/m?) la relacién
de proporcionalidad entre la intrusion de la corteza en manto y la topografia queda:

w ~ 6,675 h (1.21)

‘A pt Y
t

e

Pm

Figura 1.3: Perfil de litésfera con topografia, corteza normal, raiz isostdtica de Airy y
manto superior. En la columna elegida la topografia posee una altura h y la raiz una
profundidad w medida desde el limite inferior de la corteza normal, definida con un ancho
t.



Capitulo 2

Magnetometria y Magnetismo

El campo geomagnético debe ser la propiedad geofisica de la Tierra mas ances-
tralmente estudiada. La atraccién mutua entre imanes se remonta a los tiempos de
Tales de Mileto, mientras que la tendencia de estas rocas a alinearse en direcciones
preferenciales ya se conocian en China para el I D.C.

En el siglo XIII, Petrus Peregrinus llevd a cabo importantes experimentos con
esferas de rocas magnéticas, describiendo por primera vez los conceptos de polari-
zacion magnética, meridianos magnéticos y la idea de que polos opuestos se atraen
y polos iguales se repelen. En 1600, el fisico William Gilbert publicé su tratado De
Magnete en el cual proclama que “la Tierra es un gran iman”, atribuyéndole asi
otra propiedad ademés de la redondez al planeta Tierra. En 1838, el matematico
Carl Friederich Gauss le otorgd a las mediciones geomagnéticas el primer formalis-
mo a escala global, aplicando el andlisis de armonicos esféricos a un conjunto de
mediciones disponibles en ese tiempo.

La aplicacion de métodos magnéticos a problemas geoldgicos avanzé en paralelo
con el desarrollo de los magnetéometros. En 1630 se usaron brujulas para realizar
prospecciones de oro en Suecia. Y Max Thomas Edelmann utiliz6 magnetos ba-
lanceados en las primeras mediciones aeromagnéticas en la primer década del siglo
pasado, los cuales permiten una mejor cobertura que las realizadas en tierra.

En 1955 Varian Associates disefiaron un magnetémetro proténico, un instru-
mento simple que mide la magnitiud total del campo magnético sin necesidad de
estabilizadores o equipos de orientacién, el cual revolucioné las mediciones aéreas y
terrestres, siendo el estandar en campanas actuales.

Mientras que el campo gravitatorio es invariante en el tiempo, a excepciéon de
algunos cambios por la redistribuciones de masas (como las mareas, movimientos
magmaticos, etc), el campo magnético terrestre varia en intensidad y orientacién en
escalas de tiempos que van desde los milisegundos a milenios. Esto hace parecer que
la reduccién de mediciones magnéticas para el estudio de cuerpos de la corteza sea
muy complicada, sin embargo en la practica no lo es.

Para poder alcanzar dicha reduccién es necesario discriminar entre los campos
magnéticos generados por los cuerpos de la corteza y los originados por distintas
otras fuentes, como el movimiento de magma en el interior de la Tierra, vientos
solares, la presencia de la iondsfera, etc.

Blakely (1995)
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2.1. Potencial Magnético Terrestre

En la mayoria de las situaciones geofisicas, las corrientes eléctricas son despre-
ciables en regiones donde se realizan las mediciones de magnetometria, por lo cual
es posible expresar al campo magnético como el gradiente de un potencial escalar
(caso contrario deberfamos hacer uso del potencial vector A).

VxB=0 = B=-Vp (2.1)

Ademas, si consideramos una esfera de radio a que no es atravesada por fuentes
magnéticas entonces el potencial ¢ satisface la ecuacion de Laplace.

Vip=0 (2.2)

Si existen fuentes dentro y fuera de la esfera, entonces el potencial en las regiones
libres de ellas y cercanas a su superficie, puede ser escrito como suma de los poten-
ciales originados por fuentes internas (i) y externas (e) a la esfera, respectivamente.

o—ay [(DnTn 4 (a>n+1 T,f] (2.3)

n=0 r

n

T: =Y (gi" cosmA + k" sinmA) P (6) (2.4)
m=0

T =Y (gr° cosmA + h)'* sinm\) P (6) (2.5)
m=0

Donde el dngulo 8 es la colatitud, es decir, 90° - ¢, y A la longitud; las constantes
gy h™ se conocen como coeficientes de Gauss; y P’ es el polinomio asociado
de Legendre de grado n y orden m normalizado segin la convenciéon de Schmidt
(Blakely, 1995, p. 113).

A partir de mediciones de campo magnético alrededor del globo es posible de-
mostrar que las constantes g;'"“ y h)'® pueden ser despreciadas en una primera apro-
ximacién, es decir, el campo magnético terrestre esta principalmente originado por
las fuentes internas. Por simplicidad nos desharemos de los indices i y e, y daremos
por supuesto que las constantes g/ v h" se refieren a fuentes internas. Sin embargo,
se suele aplicar correcciones, como la diurna, para eliminar los efectos de las fuentes
externas.

En conclusién, podemos escribir el potencial generado por fuentes internas a la
Tierra como:

n

oo n+1
p=a) <z> > (g cosmA + ki sinmA) P () (2.6)
n=1

m=0

Aligual que hicimos en gravimetria al introducir el Elipsoide, es necesario definir
un marco de referencia para la magnetometria. Dicho sistema de referencia se cons-
truye al igual que el Elipsoide, por acuerdo internacional, y se lo denomina IGRF
(International Geomagnetic Reference Field).
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El IGRF consiste en establecer los términos de Gauss hasta orden 10, ya que se
ha demostrado que el campo generado por ellos representa en gran medida el campo
originado en el nicleo de la Tierra. Debido a sus variaciones temporales, se adopta
un nuevo modelo IGRF cada 5 anos, periodo denominado época.

Es posible separar el potencial ¢ entre dos componentes:

p ="+ " (2.7)

3
p_a 0~ 1L 1Y
d Z 4 ptZ 2.8
¥ 2 91r 91T L, (2.8)

T =7rcos\sinf
y =rsin\ sinf (2.9)

z=rcosf

La componente o coincide con el potencial generado por un dipolo magné-

tico con magnetizacion m = i—’;a:s(g%, hi, ¢9) v se conoce como potencial dipolar,

mientras que VP se denomina potencial no dipolar. Se puede demostrar que VP
compone solo un 10% del campo total, por lo cual podemos considerar al campo
magnético terrestre como dipolar a una muy buena aproximacion.

2.2. Elementos del Campo Geomagnético

A la hora de determinar el campo magnético terrestre en un dado punto de la
superficie terrestre es posible hacerlo mediante sus tres componentes: B,, B,, B..
De forma alternativa, es posible describirlo a partir de la intensidad total del campo
T, y dos angulos: la inclinaciéon I y la declinacion D.

T = /B2 + B? + B? (2.10)

I = arctan ﬁ (2.11)
T + By
B
D = arcsin % (2.12)
B2+ B?

Dado un campo magnético B, podemos ver en la Figura 2.1 como quedan defi-
nidos los angulos I y D.

2.3. Anomalias Magnéticas

En los vuelos aeromagnéticos se suelen utilizar magnetémetros escalares (total-
field magnetometers) los cuales son capaces de medir la magnitud del campo mag-
nético, sin importar la direccién del mismo.

La anomalia magnética se define entonces como la diferencia entre la intensidad
medida y la magnitud de un campo regional como puede ser el IGRF apropiado para
el momento en el cual se llevé a cabo la medicion. Si T representa el campo total
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North

B.

DOWHT ‘

Figura 2.1: Ejemplo gréafico de cémo determinar los angulos de inclinacion I y declinaciéon
D a partir del vector campo magnético B.

en cualquier punto y F es el campo regional, entonces podemos escribir la anomalia
magnética como:

AT = |T| - |F| (2.13)

Ademas de quitarle el campo generado por el IGRF, se suele realizar correcciones
para extraer las contribuciones de los fuentes externas. Un ejemplo de ellas es la
correccién diurna, que elimina las contribuciones al campo magnético generado por
la actividad solar.

2.4. Transiciéon de Fase Ferromagnética y
Profundidad de Curie

En parrafos anteriores hemos hecho mencién sobre el origen del magnetismo
terrestre en dos fuentes principales, una de ellas el ntcleo (especialmente el nicleo
exterior) y la otra, la corteza terrestre. La razon por la cual se descarta al manto como
generador del campo geomagnético se debe a una caracteristica de los materiales
ferromagnéticos como es la Temperatura de Curie.

Los materiales paramagnéticos son aquellos que al estar expuestos a un campo
magnético generan una magnetizacion en la misma direccion del campo, sin embargo,
cuando el campo se desvanece, su magnetizacion vuelve a ser nula.

Por otro lado, los materiales ferromagnéticos son aquellos que se comportan
similar a los paramagnetos frente a un campo externo, sin embargo cuando este se
anula, el material presenta una magnetizacion remanente no nula.

Sin embargo, los materiales ferromagnéticos poseen dicha cualidad por debajo
de una temperatura caracteristica conocida como Temperatura de Curie. Una vez
que la alcanzan sufren una Transiciéon de Fase y se transforman en paramagnetos,
es decir, no presentan mas magnetizaciones remanentes.

En el interior de la Tierra las temperaturas aumentan con la profundidad, lo
suficiente como para que dentro de la misma corteza superen la Temperatura de
Curie de las rocas ferromagnéticas alli presentes. A la profundidad en la cual las
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rocas sufren la transicién de fase se la conoce como Profundidad al Punto de Curie,
o Profundidad de Curie.

Por debajo de dicha profundidad podemos considerar que no existen fuentes de
campo magnético, no hasta alcanzar el nicleo externo, donde el campo magnético
se genera por movimientos de fluidos, un mecanismo distinto al de magnetizaciones
remanentes en la corteza.

De conocer la naturaleza de las rocas presentes en la corteza es posible determinar
cudl es la Temperatura de Curie de las mismas y por ende la Profundidad de Curie
puede ser tomada como una isoterma, es decir, una superficie que posee la misma
temperatura en todos sus puntos. Sin embargo hay que tener especial cuidado al
realizar esto, ya que las Temperaturas de Curie de diversas rocas pueden variar
hasta centenas de grados.






Capitulo 3

Métodos Espectrales y
Transformada Rapida de Fourier

Un camino posible para la interpretaciéon de anomalias es trabajar con métodos
directos, es decir, proponer un modelo inicial de los cuerpos causantes de dicha
anomalia construido a partir del conocimiento geoldgico y geofisico ya existente de la
zona de estudio, para luego ajustar parametros para mejorar el ajuste de la anomalia
resultante con la observada. Con modelo entendemos la distribucién geométrica de
cuerpos anémalos con parametros caracteristicos como densidad, susceptibilidad,
resistencia, magnetizacion, etc.

La desventajas que presentan estos métodos residen en en la necesidad de poseer
informacion a priori sobre nuestra zona, lo cual no siempre es posible, y ademas
en un aspecto mas intrinseco del problema: la ambigiiedad de la solucion. Esta
demostrado que dado un potencial, ya sea gravitatorio o magnético, existen diversas
distribuciones de densidades que generan el mismo resultado, un ejemplo de esto es la
Capa Equivalente de Green (Blakely, 1995, p. 61). Por lo tanto, si el conocimiento de
la zona no es preciso, nuestra solucion al problema por estos métodos puede llegar a
ser erronea, aunque los valores de anomalias ajusten de forma excelente. Por tltimo,
pero no menos importante, estos métodos se llevan a cabo mediante prueba y error,
lo cual resulta en un costo de tiempo y trabajo elevado hasta alcanzar la solucion.

Los métodos opuestos a estos tltimos son los llamados métodos de inversion,
en los cuales la solucion al problema se obtiene de forma directa desde las anomalias.
Se propone un tipo de comportamiento de los cuerpos anémalos y se ajustan los
parametros segin dicho modelo. En este caso al modelo lo entendemos como la
respuesta fisica que genera cualquier distribucion arbitraria de los cuerpos anémalos
que estamos considerando.

Los beneficios que otorgan estos métodos estan relacionados con el ahorro de
trabajo, ya que la resolucion del problema puede ser encarada computacionalmente,
como también generan mas confiabilidad ya que necesitan menos informacién a
priori. La desventaja que presentan reside en la falta de generalizacién, es decir, es
posible que la zona de estudio no responda segtiin el modelo geofisico propuesto, por
lo cual el resultado que se obtenga de la inversion serd erréneo.

Dentro de estos métodos podemos ubicar a algunos métodos espectrales, como
los que desarrollamos en este trabajo. Estos hacen uso de la Tansformada de Fourier
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para trasladar el problema hacia el espacio de frecuencias, donde algunos problemas
como la continuacién ascendente ! se reducen a relaciones lineales.

La Transformada de Fourier (TF) de cualquier funcion f(z) se puede definir de
la siguiente manera:

FU@I®) = [ faye ™ do (3.1)

donde k& = 27/ X es el nimero de onda y A es la longitud de onda asociada a k. Por
conveniencia, hablaremos de forma indistinta del nimero de onda y de la frecuencia
haciendo referencia siempre al k, aunque se indique lo contrario.

Una de las propiedades importantes que posee la Transformada de Fourier es la
identidad que relaciona la Transformada de una funcién con la Transformada de su
derivada n-ésima:

FLF" (@) (k) = (ik)" FLf ()] (k) (3.2)
Ademas, la Transformada de Fourier puede definirse para funciones de méas de

una variable, siendo el caso de interés para el presente trabajo, la Transformada de
Fourier en 2D:

FU@I0 = [ f@)e ™ dr (33)

donde r = (z,y) y k = (k,, k,) ahora son vectores.

No fue hasta las décadas de los 60 y 70 que los métodos espectrales comenzaron a
tener mayor atencién para la resolucién de problemas geofisicos. Este auge fue cau-
sado por el reciente desarrollo del algoritmo de Cooley y Tukey (1965) denominado
Transformada Rapida de Fourier (FFT), el cual permite llevar a cabo la resolucién
de una Transformada de Fourier Discreta (ecuacién 3.4) de forma muy eficiente,
disminuyendo considerablemente los tiempos de calculo.

M—-1N-1
ko onl
Fkl:Zmenexp{—Qm<m+n>} k=0,... M—1 1=0,... N—1
m=0 n=0 M N
(3.4)

Una desventaja de los métodos espectrales es la necesidad de que los datos se
encuentren ubicados en los nodos de una grilla regular, es decir, una cuadricula de
puntos equiespaciados. En el caso de campanas aeromagnéticas esto no presenta un
problema, ya que la densidad de puntos medidos es lo suficientemente alta como
para que los algoritmos de interpolacién de los datos a los puntos de la grilla sea
muy fiel al dato original.

Sin embargo existen situaciones donde los puntos no poseen tales caracteristicas,
sino que pueden describir caminos o regiones sin datos (algo que suele suceder en me-
diciones terrestres que pueden presentar obstaculos hacia determinadas zonas). En
estos casos se debe tener precaucion a la hora de interpretarlos, ya que los algoritmos
de interpolacién pueden estar rellenando erréoneamente esas regiones vacias.

Otra caracteristica contraproducente de las TF es que suelen producir efectos
de borde, es decir, en los limites de la grilla los métodos espectrales suelen cometer

!Continuacién Ascendente: es la obtencién de la anomalia generada por cualquier distribucién
de densidades a una altura arbitraria conociendo Unicamente la anomalia a una altura menor.
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errores y no responder como lo hacen en los puntos mas interiores. Esto se origina en
la hipétesis de que la funcién f debe ser periddica en todo el espacio ®2. Como no se
poseen datos en todo ese espacio al trabajar con cantidades discretas, se transforma
la funcion f en periddica extendiéndola a infinito con un periodo igual al ancho de la
grilla. De esta forma solo se hace necesario calcular las componentes espectrales para
longitudes de ondas menores a ese periodo. Es por ello que es conveniente siempre
disponer de datos en areas mayores a la zona de estudio, para poder luego descartar
los valores cercanos a los bordes.

Por ltimo podemos notar que la Transformada de Fourier resulta ser una funcién
compleja en el espacio de frecuencias. En varios casos se suele hacer uso de lo que se
conoce como el Espectro de Potencia de una funcién f(x,y), el cual se define como
el cuadrado del médulo de la Transformada de Fourier de la funcién f:

s (k) = | FIf(r)] [ (3:5)

Una propiedad importante que posee el espectro de potencia es que si la funcién
f posee tGnicamente valores reales, entonces su Espectro de Potencia ®f(k) sera
simétrico con respecto al origen.






Parte 11

Determinacion de la Profundidad
del Punto de Curie
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Capitulo 4

Modelo de Loza Infinita

La utilizaciéon de métodos espectrales para la determinacion del Punto de Curie
a partir de las anomalias magnéticas se originaron al poco tiempo de la divulgacion
de la Transformada Rapida de Fourier. Estos podrian clasificarse en dos tipos: aque-
llos que examinan el efecto de cuerpos anémalos aislados, y por otro lado los que
examinan de forma estadistica las propiedades de las anomalias.

Uno de los trabajos pioneros del tultimo grupo es el de Spector y Grant (1970),
en el cual los autores presentan una forma compacta del espectro de potencial de
un ensamble de prismas con magnetizaciones arbitrarias; aplicando los desarrollos
de Bhattacharyya (1964) para la determinacién de la anomalia magnética generada
por un prisma y el Principio Fundamental de la Mecanica Estadistica.

Blakely (1995) condensa el modelo construido por Spector y Grant (1970) de la
siguiente manera: dada una loza con superficies superiores e inferiores a profundida-
des Z; y Z, respectivamente; extendida infinitamente en las direcciones horizontales,
y con magnetizacién M (z,y) arbitraria, el espectro de potencia de la anomalia mag-
nética medida que genera en z = 0 puede escribirse como:

2
B ar(k) = Dy (K) {47r203n|@m|2|@f|2}{e—QlkIZt 1—e—lkl<Zb—Zt>] } (4.1)

donde k es el nimero de onda, ®,/(k,, k,) es el espectro de potencia de la magne-
tizacién M (z,y), Cy, es una constante de proporcionalidad y ©,, y © son factores
relacionados con la direccién de la magnetizacion y del campo geomagnético, res-
pectivamente. Este modelo propone la existencia de un limite a una profundidad
Zy a partir del cual no existen magnetizaciones. Se puede entender este limite como
el Punto a la Profundidad de Curie, ya que mas alld de eso las magnetizaciones
remanentes son inexistentes.

Vale observar que todos los factores de la ecuacion anterior son radialmente
simétricos, excepto por ®ans(kz, ky), |Om|* v |©4|%. Sin embargo, se puede demostrar
que los promedios radiales de los tltimos dos son constantes; por ende, el promedio
radial del espectro de potencial puede ser escrito de la siguiente manera:

Bar (k) = (Dar (k) = B (Byy (k) e 271 - <>] (4.2)

donde k es el modulo de k y B es una constante de proporcionalidad.
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Figura 4.1: Graficas de promedios radiales del espectro de potencia de anomalias magné-
ticas y de su logaritmo, segun el modelo de Spector y Grant (1970) y Blakely (1995).

De conocer el comportamiento de la magnetizacion M (x,y) en cada punto de
la corteza, el calculo de su espectro radial es trivial y la determinacién de las pro-
fundidades de la loza son faciles de obtener. Sin embargo en situaciones geofisicas
eso no sucede, por lo cual debemos proponer un modelo estadistico adecuado para
M(x,y).

A lo largo de la bibliografia el modelo de preferencia es proponer que M (x,y) es
completamente aleatoria y no correlacionada. En ese caso, el espectro de potencia
de M(x,y) es constante y la ecuacion anterior se reduce a:

2

Bar (k) = Ae 22 |1 — e_k(Zb_Zt)] (4.3)

donde A es una nueva constante de proporcionalidad. Y finalmente, aplicando el
logaritmo en ambos miembros obtenemos la siguiente expresion:

m@ar (k) =InA—2Zk+2n(1—eFA2) (4.4)

En la Figura 4.1 se muestran las graficas correspondientes a las ecuaciones ante-
riores (4.3 y 4.4). Actualmente, las diversas metodologias existentes intentan ajustar
los pardmetros Z, y Z; a partir del espectro de potencias de las anomalias magnéti-
cas.

4.1. Meétodos Actuales

Tanaka et al. (1999) proponen realizar dos aproximaciones a la ecuacion 4.3: una
para baja frecuencias y otra para altas frecuencias (ecuaciones 4.5 y 4.6, respectiva-
mente).

Dar(k) = 4A(Zy — Zo) K e = In[@ar(k)?/k| ~InC = Z.k  (4.5)
Dar(k) =~ Ae™% = In[@ar(k)?| ~WmD—Zk  (46)

C'y D son constantes y Z. es la profundidad del centroide de la loza (27, =
Zy+ Zy).
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Figura 4.2: Aplicacién del método propuesto por Tanaka et al. (1999) para el promedio
radial de un espectro de potencia dado. Se muestran dos gréaficas con las funciones necesa-
rias para obtener las relaciones lineales expuestas en las ecuaciones 4.5 y 4.6 y sobre ellas
los segmentos utilizados para el ajuste de las profundidades.

Ambas aproximaciones permiten relacionar linealmente funciones del espectro de
potencia de las anomalias con las profundidades del centroide y del techo de la loza.
Esto reduce la obtencion de los parametros a un simple ajuste lineal de los puntos
(ver Figura 4.2). Una vez estimadas ambas cantidades es posible obtener el valor
para el piso de la misma, es decir, la Profundidad de Curie.

Este método permite determinar la Profundidad de Curie en diversos puntos de
nuestra zona de estudio, construyendo ventanas cuadradas de los datos de anomalia
magnética y realizando un cédlculo como el que se describi6é en el parrafo anterior
para cada uno de estos puntos.

Una de las desventajas que hallamos en este método es la ausencia de herramien-
tas que permitan discriminar si la ventana de datos de anomalia que se utiliza es lo
suficientemente “buena” como para llevar a cabo el ajuste de los parametros.

Ademas, encontramos que esta metodologia deja libre a nuestra subjetividad qué
puntos tomar para realizar el ajuste de las rectas. Cémo se pueden ver en la Figura
4.2, la determinacion de ambas pendientes puede verse modificada en funcién de qué
puntos de las curvas tomamos para realizar el ajuste, conllevando una estimacion
erronea de los parametros que deseamos precisar.

Una posible solucién a este problema es analizar cual es el rango de validez de
cada aproximaciéon, con lo cual podriamos identificar de forma mas objetiva qué
puntos debemos seleccionar para realizar los ajustes por minimos cuadrados.

Por otro lado, Ross et al. (2006) proponen otro método que soluciona algunos de
los problemas mencionados. Su método consiste en construir una ventana de datos
de ancho W por cada punto en donde desean determinar las profundidades Z; y
Zy . Luego proceden a aumentar el tamafio de la ventana hasta que observan un
pico en la grafica del In ®ar (k). La presencia del pico indica que las dimensiones
de la ventana son suficientemente grandes como para incluir las bajas frecuencias
asociadas al piso de la loza magnética.

Finalmente ajustan manualmente la curva de la ecuaciéon 4.4 a los puntos de mas
baja frecuencia, ya que a partir de un determinado k el scatter de puntos se desvia
de la recta teorica, lo que podemos interpretar como la componente de ruido que
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Figura 4.3: Ejemplo del método de Ross et al. (2006) para la determinacién de la Pro-
fundidad de Curie. La grafica a) corresponde a una ventana de 130km de ancho, mientras
que la b) a una de 180km. Las curvas negras corresponden a los datos, mientras que cada
curva de color hace referencia a un ajuste con un par de parametros distintos.

poseen los datos de anomalias magnéticas.

Este método resuelve uno de los problemas de Tanaka et al. (1999), dando un
criterio para discriminar entre las “buenas” ventanas, de las que no lo son. Ademas
advierte que la mejor forma de elegir los puntos sobre los cuales estimar las profun-
didades no es construir una grilla de puntos como lo hace Tanaka et al. (1999), sino
elegirlos cuidadosamente, intentando que la ventana quede dentro de una “regiéon
magnética”, es decir que no posean informacion de lozas de diferentes profundidades.

Sin embargo, sigue incorporando un ingrediente subjetivo en el analisis, ya que el
ajuste de la curva lo llevan a cabo de forma manual, a prueba y error, argumentando
que sus ajustes por minimos cuadrados no respondian a situaciones geofisicamente
posibles.

4.2. Analisis del Espectro de Potencia

Partiendo de la ecuacién 4.3 podemos concluir sencillamente que los rangos de
validez de las aproximaciones propuestas por Tanaka et al. (1999) en las ecuaciones
4.5 y 4.6 vienen dadas por las ecuaciones 4.7 y 4.8, respectivamente.

k< 1/(Zy— Zy) (4.7)
k> 1/(Zy,— Z)) (4.8)

Al intentar utilizar estos rangos de validez nos encontramos con el problema de
que ellos mismos estan delimitados por los parametros que deseamos calcular, por
lo cual nos resultan poco ttiles.

Consideremos por ejemplo dos lozas: una gruesa de Z; = 5km y Z, = 35km
y otra delgada de Z;, = 18km y Z, = 22km. En ambos casos, el centroide esta
ubicado en Z. = 20km. En las Figuras 4.4 y 4.5 se muestran los promedios radiales
de los espectros de potencia y sus logaritmos junto con las graficas correspondientes
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Figura 4.4: Promedio radial del espectro de potencias de las anomalias magnéticas (a)
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aproximaciones de bajas y altas frecuencias para una loza de Z; = 5km y Z, = 35km
(Ze. = 20km).
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Figura 4.5: Promedio radial del espectro de potencias de las anomalias magnéticas (a)

y su logaritmo (b), segin la ecuacién 4.3 junto con las curvas correspondientes a las

aproximaciones de bajas y altas frecuencias para una loza de Z; = 18km y Z, = 22km
(Z. =20km).

a las aproximaciones de bajas y altas frecuencias para la loza gruesa y delgada,
respectivamente.

Como podemos apreciar en ellas, Ross et al. (2006) estan en lo correcto al hacer
hincapié en la necesidad de observar el pico en las gréaficas del In ®ar (k), ya que
de otra forma no se obtiene informaciéon sobre el piso de la loza magnética. Es
necesario también contar con informacion de frecuencias altas o intermedias. Esto
en la practica se ve facilitado ya que si somos capcaes de observar las componentes de
ruido, entonces podemos afirmar que alcanzamos frecuencias suficientemente altas.

En conclusién, una ventana satisfactoria para la obtencion de nuestras profun-
didades es aquella cuyo espectro de frecuencia exhibe un pico con buena resolucion
y una recta hasta encontrarse con las frecuencias activadas por el ruido.

Aun asi vimos necesario realizar analisis cuantitativos sobre dicho espectro y la
construcciéon de la ventana.
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4.2.1. Estimacion del Ancho de la Ventana

Consideremos una ventana cuadrada de ancho W y distancia entre primeros
vecinos d (distancia de sampleo). Derivando la ecuacién 4.3 ei igualando a cero, se
obtiene la frecuencia k, en la cual se da el pico (ver Figura 4.7 a).

86AT o . IH(Z(,) — IH(Zt)
o | =0 7 h=—

kp

(4.9)

Si definimos a ko la frecuencia fundamental (ky = 27/W) y deseamos ubicar
(v — 1) puntos antes del pico, entonces kg debe ser:
k
ko= -2 4.10
o= (4.10)
Podemos hallar una relacion entre el ancho de la ventana y las profundidades de
la loza sustituyendo k, entre las ecuaciones anteriores.

Zy — 7y
(%) = In(Z:)

W =2n« 4.11
o (4.11)
Con el fin de simplificar la dependencia del ancho de la ventana W con respecto

a las profundidades 7, y Z;, definimos al cociente de estas dos como & = Z,/Z;.

Reescribiendo la ecuacién anterior se obtiene:

E—1
W =2raZ; —— (4.12)
In(¢)

Si consideramos que Z;, puede llegar a ser hasta diez veces mayor que Z; (lo cuél
es légico para una loza gruesa), entonces el factor dependiente de £ en la ecuacién
4.12 barre valores desde 1 a 4 para lozas delgadas a mas gruesas, como se muestra
en la Figura 4.6.

Por ejemplo, si queremos obtener 2 puntos entre k = 0 y k, (o = 3) para una
ventana con Z, = 2bkm y Z; = 5km, es decir £ = 5, el tamano de ventana que
necesitamos es aproximadamente de T = 234km.

4.0

35

2.0

1.5

1.0
1

Figura 4.6: Gréfica del factor dependiente de £ = Z,/Z; de la ecuacion 4.12.
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4.2.2. Estimacién de la Distancia de Sampleo

Como dijimos antes, en la practica resulta sencillo discernir si la distancia de
sampleo que utilizamos es suficientemente pequena analizando la presencia de rui-
do en nuestro espectro. Sin embargo, resulta interesante analizar qué valor de d
deberia ser suficientemente pequeno, ya que al subestimarlo se incrementa conside-
rablemente la cantidad de puntos por ventana y con ello el tiempo de computo de
las Transformadas de Fourier.

Un criterio seria exigirle a nuestro espectro de potencias que el ancho del pico
(aquel que aparece en la grafica del ®ar(k)) ocupe una porcién 1/3 de todo el eje de
frecuencias. Su ancho puede ser definido como la distancia entre £ = 0 y oy, siendo
esta la frecuencia en la cual el espectro de potencia presenta el segundo punto de
inflexién (véase Figura 4.7 a).

Para obtener el valor de o, es necesario analizar cudndo se anula la derivada
segunda del espectro de potencia. Dicha ecuacion no posee solucién analitica, sin
embargo podemos obtener un valor aproximado calculando el punto de inflexién de

la raiz cuadrada del espectro de potencia: Ei/ﬁ(k) En ese caso, o; queda definido
por:
5 In(Z,) — In(Z;) ok,
Zy — Zy

En la Figura 4.7 b podemos observar que el valor de o, se aproxima muy bien
a la frecuencia del punto de inflexién de ®ar(k). Incluso hemos verificado dicha
aproximacion a través de la resolucién numérica de oy, reforzando atin mas la validez
de la misma.

La frecuencia maxima del espectro de potencias k,,., queda definida en funcién
de la distancia de sampleo como:

(4.13)

(o) pas

21 T
= —=— 4.14
Fomax 2d d ( )

Y dado que el pico ocupard 1/ de todo el eje de frecuencias: kyax = 0y
Podemos agrupar las ecuaciones anteriores y concluir que:

. s Zb — Zt . W
28InZ,—InZ, 4ap

d (4.15)

- 6AT (k)
— [ ®ar (k) ]2

a b

Lar (k)

k, Ok kfadfkm] Th k [rad/lam]

Figura 4.7: Espectro de potencia segin ecuaciéon 4.3 y su raiz cuadrada, identificando la
frecuencia del pico k, y su ancho oy,.
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Continuando con el ejemplo de la pdgina 36, para que el pico de ® a7 (k) ocupe un
sexto del eje de frecuencias, entonces la distancia de sampleo debe ser d = 3, 25 km.



Capitulo 5

Método Propuesto e
Implementaciéon en Python

Las dificultades que presenta el método de Ross et al. (2006) (expuesto en el
capitulo anterior) vendran dadas, en principio por la subjetividad involucrada en
el ajuste de la curva del espectro de potencias de las anomalias, y luego por un
detalle que no hemos nombrado anteriormente. Este tiene que ver con el tamano de
la ventana y las regiones magnéticas.

Segtn el ejemplo de la pagina 36, la ventana de puntos de anomalia debe tener
un ancho de 264 km. Esto puede presentar un problema en la practica, ya que si las
“regiones” magnéticas poseen dimensiones menores, el espectro de potencias incluira
informacion de mas de una loza, dificultando la posibilidad del ajuste.

Para solucionar esto proponemos aplicar sobre la ventana de anomalias lo que
se conoce como padding, es decir, agrandarla rellenando con valores, que en nuestro
caso elegimos ceros. Esto produce que el espectro de potencia de una dada ventana
posea mas resolucion. La longitud del eje de frecuencias no sufrird ningtin cambio,
va que knax Se mantiene invariante; sin embargo, con el aumento del tamafio de la
ventana, el espectro de potencia incorpora mas puntos.
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Figura 5.1: (a) Sefial compuesta por dos funciones sinusoidales con frecuencias 1-103m™1
y 1,5 - 103m~! con una distancia de muestreo de 10m y (b) su Espectro de Potencia
recortado a las frecuencias de interés.
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Figura 5.2: a) La misma senal de la Figura 5.1 pero habiendo aplicado un padding de 9000
ceros. b) Su Espectro de Potencia.

En la Figura 5.1 mostramos como ejemplo una senal generada por dos funciones
sinusoidales con frecuencias 1-10°m~! y 1,5-103m~! con una distancia de muestreo
de 10m y su Espectro de Potencia. Mientras que en la Figura 5.2 podemos ver la
misma sefial luego de haberle realizado un padding de 9000 ceros. Vale observar en
estas graficas que del espectro de potencia solo observamos el semieje positivo, ya
que debido a que las sefiales poseen solo valores reales, este es simétrico con respecto
al origen.

Lo que se obtiene luego de realizar el padding es mayor resolucion en el Espectro
de Potencia. En el problema de la determinacion de la Profundidad de Curie, esto se
traduce en la capacidad de utilizacion de ventanas mas pequenas conservando una
buena resolucion del espectro.

Si bien, la ventana debera seguir respetando la relaciéon impuesta por la ecuacién
4.12, ahora podemos utilizar un valor de o minimo. Continuando con el ejemplo
de la pagina 36, si ahora pedimos que haya tnicamente 1 punto detras del pico,
entonces a = 2, con lo cual el ancho de la ventana debe ser de 156km.

Se debe ser cuidadoso a la hora de implementar e interpretar el padding. En los
casos expuestos en las Figuras 5.1 y 5.2 podemos ver que el Espectro de Potencia
de la senal original muestra los dos picos relacionados con las frecuencias de cada
sinusoide. Sin embargo, el hecho de aplicar padding no adelgaza los picos, es decir,
no somos capaces de recuperar las deltas de Dirac que contiene el espectro analitico
de las funciones sinusoidales. Con esto deseamos hacer hincapié que el padding es
una buena técnica para “rellenar” el espectro de potencia, pero ante la falta de
informacion de mayores longitudes de onda, aplicarlo resulta inutil.

La otra problematica que superamos es la que tiene que ver con la subjetividad
del ajuste de la curva del espectro. Aqui proponemos ajustar la curva dada por la
ecuacion 4.4 haciendo uso del algoritmo de Levenberg-Marquardt, el cual permite
realizar un ajuste de minimos cuadrados en problemas no lineales como el nuestro.
Seleccionando los puntos de bajas frecuencias que componen el pico (en la gréafica del
logaritmo del espectro) para realizar la regresion, obtenemos como salida los valores
que mejor ajustan las constantes In A, Z; y Z, de la ecuacién 4.4.
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5.1. Implementaciéon en Python

Con el objetivo de llevar a cabo el método propuesto hemos escrito una imple-
mentaciéon del mismo en lenguaje Python. En la Figura 5.3 se muestra un sencillo
diagrama de flujo del programa desarrollado.

5.1.1. Selecciéon de Ventana de Anomalias

Como datos de entrada tomamos valores de anomalias magnéticas situados en
una grilla regular en coordenadas planas, es decir, las distancias entre los puntos
deben estar en metros. El software desarrollado nos da acceso a una sencilla interfaz
grafica que nos permite seleccionar una ventana cuadrada de puntos de anomalia
con la que deseamos trabajar. Su centro sera el punto en el cual asociaremos luego
la profundidad que obtengamos. Para no tener inconvenientes con la determinacion
del mismo, el ancho de la ventana tendra siempre un niimero impar de puntos.

Ademas de determinar la ubicacion de la ventana, la interfaz nos permite redi-
mensionarla, aumentando o disminuyendo su ancho. Una vez seleccionada, procede-
mos a calcular el promedio radial del espectro de potencia.

5.1.2. Calculo del Espectro de Potencias y Promedio Radial

Al inicio el software nos pide especificar la cantidad de puntos que deseamos que
nuestro espectro posea. Con la ventana ya seleccionada, el software automéaticamente
calcula cuantos puntos de padding cero que necesita agregar para que el espectro
posea dicha cantidad de puntos; y luego modifica la ventana de anomalias con el
padding necesario.

La Transformada de Fourier de la nueva ventana se lleva a cabo a través de la
funcion fftpack.fft2 de SciPy (Jones et al. (2001)) y luego se calcula el espectro de
potencia simplemente con el cuadrado del médulo de los valores. De este proceso

Seleccién de la
Ventana de Anomalias

Y

Calculo del Espectro
de Potencias y su
Promedio Radial

Y

Si
—> Ajuste de la curva

¢Gréfica
satisfactoria?

No

Figura 5.3: Diagrama de Flujo del algoritmo desarrollado para el calculo de Profundidades
de Curie.
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se obtiene una grilla en el espacio de frecuencias (k.,k,) con valores positivos o
nulos. Cerca del origen de coordenadas se ubica la informacion de bajas frecuencias;
mientras que a medida que nos movemos hacia los extremos, las mismas aumentan.

Para calcular el Promedio Radial dividimos la grilla de frecuencias en anillos
concéntricos con centro en el origen. La cantidad de anillos serd la mitad de los
puntos por eje de la grilla. Luego promediamos los valores de anomalias que caigan
dentro de cada anillo. De esta forma obtenemos el promedio radial del espectro de
potencia por cada anillo; y como cada uno posee una frecuencia media (radio medio
en el espacio de frecuencias), se construye asi una grafica en 1 dimensién a partir de
nuestro espectro de potencia. Ademas de los valores del promedio radial, calculamos
también la desviacion estandar en cada anillo, con lo cual obtenemos un intervalo
de error por cada punto del promedio radial.

Luego, analizamos graficamente el logaritmo de la curva obtenida verificando
si se asemeja a simple vista a la propuesta de Blakely (1995), en otras palabras,
si presenta un pico y luego un comportamiento lineal decreciente. De no ser asi
debemos seleccionar otra ventana y proceder de la misma manera. Si por el contrario,
la ventana aparenta ser ajustable, procedemos al siguiente paso.

5.1.3. Ajuste de la Curva

El ajuste del logaritmo del promedio radial del espectro de potencias se realiza
sencillamente a través del algoritmo de Levenberg-Marquardt, mediante su imple-
mentacién en la funciéon curve_ fit de SciPy. Habiendo seleccionado previamente los
puntos con los cuales queremos que la curva ajuste, los cuales en general coinciden
con los de bajas frecuencias.

Como salida de este método obtenemos las profundidades Z; y Z, que mejor
ajustan junto con la constante aditiva In A y los errores de esos valores. Es importante
analizar si el ajuste es satisfactorio, ya que puede suceder que la curva obtenida se
correlacione con los puntos seleccionados, pero el error relativo de las profundidades
sea muy elevado, dando un intervalo de confianza muy amplio como para considerar
dicha estimacién como un buen resultado.

Aun asi, es comun ver en la bibliografia que los errores en las Profundidades
de Curie suelen ser elevados, incluso rondando entre el 10% vy el 20 %. Por ende,
podemos esperar encontrarnos con cifras en ese orden.

5.1.4. Interfaz Interactiva

En la Figura 5.4 se muestra la interfaz del software que permite la seleccion de
la ventana de anomalias. En el grafico de la derecha podemos seleccionar interac-
tivamente la ventana que deseamos y luego ordenarle que nos muestre, en los ejes
de la izquierda, el promedio radial del espectro de las anomalias interiores a dicha
ventana.

Si deseamos tomar ese espectro para realizar el ajuste de la curva, continuamos
al siguiente paso: elegir qué puntos de la grafica utilizaremos como entrada. Un
ejemplo de esto se muestra en la Figura 5.5 a. Una vez ajustado, el software nos
muestra los valores de los parametros Z; y Z, y la curva de ajuste correspondiente,
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como se expone en la Figura 5.5 b. Ademas, nos da informacién de los errores de
estos parametros, y nos alerta en caso de que el error relativo de la Profundidad de
Curie Z, sea mayor al 40 %.
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Figura 5.4: Interfaz Interactiva para la selecciéon de ventana de anomalias. A la derecha
se ve la grilla de anomalias magnéticas junto con la regién seleccionada para conformar la
ventana. A la izquierda se ve el logaritmo del promedio radial del espectro de potencias,
habiendo aplicado el padding necesario para tener 70 puntos en dicha grafica. En este
ejemplo se tomo6 una ventana de 30km de ancho.
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Figura 5.5: (a) Ventana para seleccionar los puntos con los cuales deseamos hacer el ajuste
de la curva, a partir del espectro obtenido en el ejemplo de la Figura 5.4. (b) Curva de
ajuste de dichos puntos. En rojo se muestran aquellos que han sido elegidos para el ajuste.
Los parametros que se obtuvieron fueron: Z; = (3,6 + 0,6)km y Z, = (5,9 £+ 1,3)km.
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5.2. Modelo sintético

Con el objetivo de corroborar el funcionamiento del software desarollado, cons-
truimos un modelo sintético que consiste en una loza de 600km de ancho con pro-
fundidades Z; = 5km y Z, = 25km.
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Figura 5.6: Interfaz grafica mostrando la seleccién de la ventana de las anomalias magné-
ticas generada por el modelo sintético.
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Figura 5.7: Espectro de Potencia de la ventana seleccionada en la Figura 5.6 junto con
la curva de ajuste. Las profundidades obtenidas fueron de Z; = (5,0 £ 0,2)km y Z; =
(25 £ 2)km.
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Para simular el comportamiento aleatorio de la magnetizacion M (x,y) la loza
esta constituida por 2020 %2020 prismas de aproximadamente 300m de ancho, que se
extienden verticalmente desde Z; hasta Z;, y cada uno cuenta con una magnetizacion
aleatoria con distribucién uniforme entre -1 y 1 [A/m], verticalmente orientada.

Luego, a través de funciones de la libreria Fatiando a Terra (Uieda et al. (2014)),
calculamos la anomalia que esta loza genera en una grilla de 101x101 nodos con
un equiespaciado de 3km, ubicada en z = 0, de tal forma que el origen de la grilla
coincide con el origen (en (x,y)) de la loza. En la Figura 5.6 se expone la interfaz
de CuDePy, en la cual se puede observar la anomalia generada por la loza y a su
izquierda el espectro de la ventana seleccionada.

En la Figura 5.7 mostramos el espectro junto con la curva de ajuste. Los para-
metros que se obtuvieron para este modelo sintético fueron: Z; = (5,0 £ 0,2)km y
Zy = (254 2)km. Demostrando asi que el software desarrollado reproduce con buena
precision al modelo sintético propuesto.

Vale observar que la profundidad de Curie que obtuvimos, en un caso muy ideal,
posee un error relativo del orden del 10 %. Esto debe tomarse como una buena medi-
cion del pardametro Z,. Como se menciond en parrafos anteriores, es usual encontrarse
con valores de error bastante elevados en la determinacion de las profundidades de
la loza, especialmente en el Z,.






Capitulo 6

Aplicacion del Método

6.1. En La Payunia

EL bloque San Rafael y Payunia se encuentran ubicados en el centro-sur de
la Provincia de Mendoza (ver Figura 6.1). En ella podemos hallar dos volcanes
importantes: el Payin Matri y el Cerro Nevado, que presentan un magmatismo
joven de composicion primordialmente basaltica.

Tomando los datos de anomalia magnéticas obtenidos por Anci Araniti (2012),
aplicamos el método desarrollado para obtener la Profundidad del Punto de Curie
en esta zona. Hemos sido capaces de ajustar satisfactoriamente dicho valor en 29
ventanas diferentes, con un error promedio del 20 %. El ancho de las ventanas utili-
zadas variaba segtn la profundidad del Punto de Curie en cada una de ellas. Para
regiones donde el 7, era mas superficial utilizamos ventanas del orden de los 30km,

mientras que para las que presentaban valores mas profundos, el mismo rondaba los
60km.

Anomalias Magnéticas 396 Profundidad al Punto de Curie
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Figura 6.1: Grillas de Anomalia Magnética para la regién de Payunia junto a la grilla de
Profundidades de Curie calculadas. Se pueden identificar el volcdn Payin Matri (el més
austral) y el Cerro Nevado.
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Como resultado obtuvimos la grilla de Profundiades del Punto de Curie que se
muestra en la Figura 6.1, en la cual podemos diferenciar una regién mas caliente
hacia el este, y otra mas fria hacia el oeste. Cuanto mas superficial se encuentra
el Punto de Curie entendemos que la regiéon es mas calida, ya que la isoterma se
encuentra mas cerca de la superficie terrestre. Estos resultados estan de acuerdo con
la geologia de la zona: en la regién volcanica la isoterma es mas superficial debido
al flujo térmico que las cAmaras magmaticas generan.

6.2. En Vinchina

El método aqui desarrollado fue puesto a disposiciéon de Weidmann (2015) con
el fin de aplicarlo en la zona de estudio que involucra su trabajo de Tesis. La misma
consiste en la Cuenca de Vinchina, ubicada en la Region de los Andes Centrales,
sobre la zona de subduccién subhorizontal de la placa ocednica de Nazca (ver Figura

.02.82-

0t.62-

206"

Cuenca de
Bermejo

-68°20" -67°30"

250000 25000 0
e 9546 17395 24071 20871 40226 (metros)
e e [ o won —
n

Figura 6.2: Grillas de Anomalia Magnética para la regién de Vinchina junto a la grilla de
Profundidades de Curie calculadas por Weidmann (2015).
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6.2).

En esta region, se han interpretado importantes colisiones de terrenos, que han
causado grandes orogénesis dentro del Gondwana. Los modelos geolbgicos-geofisicos
indican la existencia de una importante estructura geolégica de alta densidad, ubi-
cada bajo la cuenca de Vinchina, que se podria vincular con un sector del arco
Famatiniano y la cuna de acrecién de Cuyania y Gondwana. Resultando ser una
cuenca fria y inmadura.

Los resultados obtenidos mediante la aplicacion del software aqui desarrollado se
pueden ver en la Figura 6.2, los cuales refuerzan las interpretaciones mencionadas
en el parrafo anterior.






Parte 111

Determinacion del Espesor
Elastico de la Corteza Terrestre
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Capitulo 7

Isostasia Flexural

Los modelos isostaticos clasicos, como el de Airy o el de Pratt, pueden clasi-
ficarse dentro de los llamados modelos locales. Esto se debe a que una columna
topografica de altura h solo afecta a la columna subyacente generando una raiz que
se deflecta una profundidad w. La presencia de esa columna no modifica en absoluto
la profundidad de la raiz en regiones vecinas.

Esto fue discutido por Vening Meinesz, quien creia que la compensacion de la
superficie terrestre no necesariamente debia ser local. En cambio, propuso un modelo
de isostasia regional, en el cual la corteza terrestre se comporta como una placa
eldstica (en escala de tiempos geoldgicos) que flota sobre un sustrato no viscoso y la
topografia puede considerarse como una carga que genera la deflexion de la placa,
explicando asi la presencia de la raiz.

Esta placa elastica tendrd una propiedad que se conoce como rigidez flexural, la
cual define qué tan rigida es la placa. Cuanto mayor es este valor, la isostasia serd
mas regional. Mas adelante mostraremos que esta magnitud depende de parametros
como los médulos de Young y de Poisson de la placa y a su vez de su espesor.

Al aplicar el modelo a la litésfera, definimos el Espesor Elastico de la corteza
como el espesor que deberia tener una placa elastica de médulo de Young E =
1 - 10" Pa y mdédulo de Poisson v = 0,25 para generar la misma deflexién que
presenta la corteza.

Vale observar que el espesor elastico resulta una propiedad virtual de la corteza,
o bien, un pardmetro de un modelo analogo a ella. Sin embargo, el analisis de las
variaciones del espesor elastico permite identificar elementos de la reologia de la
misma, asi como hallar estructuras internas o variaciones térmicas, hasta obtener
informacion sobre la edad de las placas.

Actualmente existen diversos métodos para la determinacién del espesor elastico,
siendo todos muy discutidos. Aqui presentaremos un método espectral que recopila
aspectos de varios de los métodos ya existentes con el objetivo de mejorar el andlisis
de los resultados y disminuir los tiempos de cémputo.

A continuacién describiremos el modelo de placa delgada, a través del cual in-
terpretamos el espesor elastico de la corteza.
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54 CAPITULO 7. ISOSTASIA FLEXURAL

7.1. Modelo Elastico de Placa Delgada

Consideremos una placa de espesor T, largo L y extendida infinitamente en el
eje z que se encuentra fija en sus extremos y bajo la accién de una fuerza por unidad
de area ¢(x) aplicada a lo largo de largo de la misma (ver Figura 7.1).

Vamos a suponer que la placa es delgada, es decir, que su largo es mucho mayor
que su espesor (L > T.) y que posee un comportamiento elastico, el cual podemos
garantizar exigiendo que la deflexién w que presenta la placa, debido a la presencia
de la fuerza ¢(x), sea mucho més pequenia que su largo (L > w).

Bajo estas hipotesis, analicemos el balance de fuerzas y momentos sobre una por-
ci6én infinitesimal de la placa de longitud dz. En él actuara una fuerza ¢(z) dz sobre
la superficie superior debido a la carga ¢(x) y unas fuerzas netas de corte (shear) por
unidad de longitud V' y V + dV en sus caras verticales, respectivamente. Ademas,
debido a las tensiones normales (normal stress o,,) aparecen momentos resultantes
por unidad de longitud M y M + dM en las caras verticales, respectivamente. Estas
fuerzas y momentos estan esquematizadas en la Figura 7.2. Como es de esperarse,
la deflexion w varia a lo largo de la placa, por lo cual en cada cara vertical de la
porcién infinitesimal tendremos dos deflexiones: w y w + dw, respectivamente.

Realizando el balance de fuerzas en el eje y obtenemos que:

gx)de+(V+dV)—-V =0 = qx)de+dV =0 (7.1)
av
©q(zr) = — (7.2)

Realizando el balance de momentos obtenemos:

1 1
M — (M+dM)+§de+§(V+dV)dm:O (7.3)
dM
. -V A4
o (7.4)

yE%

Figura 7.1: Esquema de la placa delgada propuesta.
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T x + dx

w + dw

M +dM

v]yl

Figura 7.2: Porcién infinitesimal de la placa delgada.

Derivando la ecuacion anterior y utilizando la relacién 7.2, podemos arribar a la
siguiente relacién entre el momento M y la carga ¢(x):

= () (7.5)

Veamos cémo podemos relacionar al momento M con la deflexion w para asi
transformar la ecuacion anterior en una ecuacion diferencial que relacione la carga
q(x) con la deflexién de la placa.

El momento M lo podemos calcular como la sumatoria de los momentos gene-
rados por todas las tensiones normales aplicadas en una cara vertical:

T./2
M= / Oewy dyf’ (7.6)

~T./2

Si la placa se deflecta hacia abajo, la cara superior se contrae y la tensién normal
es positiva desde el centro de la placa hacia arriba, mientras que la cara inferior se
dilata y la tensién normal desde el centro hacia abajo es negativa, como se puede
ver en la Figura 7.3.

La relacién entre la tensién normal o,, y la dilatacion o contraccion de la placa
viene dada por la Ley de Hooke. Considerando que las tensiones normales o, ge-
neran una deformacion e,, en la misma direccién; que no existen deformaciones en

Opz <0

Figura 7.3: Esquema de las tensiones normales (normal stress) en un corte de la placa.
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direcciones perpendiculares al plano xy ya que en z la placa se extiende infinitamen-
te; y que podemos despreciar las tensiones oy, debido a la aproximacion de placa
delgada, podemos escribir entonces la tension o, en funcion de la deformacion e,,:

E
Oge = € (77)

donde E y v son el médulo de Young y el de Poisson de la placa, respectivamente.
Tras un andlisis geométrico (Turcotte y Schubert, 2001, p. 203-204) es posible
relacionar la deformacion e,, con la deflexion de la placa:

, , d*w

Agrupando la informacién de las tdltimas tres ecuaciones podemos reescribir al
momento M como:

E dw '} ET?  dw
M= — 2 = — c 7.9
1 —v? da? v 12(1 — v?) dz? (7.9)
~T./2
Definimos la rigidez flexural D como:
ET?
D=—"°“— 7.10
12(1 — v?) (7.10)

entonces, la relacién entre el momento M y la flexion de la placa w queda determi-
nada por la siguiente ecuacién diferencial:

d*w

M=-D— 7.11
702 (7.11)
Remplazando finalmente la tltima expresiéon del momento M en la ecuacién 7.5

obtenemos la ecuacién diferencial que relaciona la carga ¢(z) con la deflexién w(z)
que esta genera:

d? d*w
— | D—-——| =qx 7.12
s P | = a0 (7.12)

Y si ademas suponemos que la rigidez flexural es constante a lo largo de toda la
placa, entonces la ecuacion anterior puede escribirse como:

d*w

=) (7.13)
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7.2. Aplicacién al Modelado de la Litésfera

A la hora de modelizar la corteza como si se tratase de una placa elastica y
delgada, es necesario tener en cuenta ciertas cuestiones. Nuestro modelo partira de
una litésfera normal, es decir, una corteza de ancho ¢ que flota sobre un manto
no viscoso (ver Figura 7.4a). Al incorporar topografia a este esquema, estas seran
consideradas como cargas, tal y como lo haciamos con las fuerzas por unidad de
superficie ¢(x). Esta topografia producird una deflexién en la corteza, generando asi
la aparicién de la raiz.

Sin embargo, cuando esta ultima desplaza parte del manto, genera una fuerza
hidrostatica que intentara restaurarla a su posicion original. Es por ello que dentro
de la carga q(z) deberemos incorporar tanto las cargas topogréficas como las fuerzas
hidrostéticas (conocidas también como cargas enterradas).

Llamemos ¢, a la fuerza por unidad de area generada tinicamente por la carga
topografica y consideremos una columna de la litésfera (ver Figura 7.4c). Calculemos
la carga total ¢ como sumatoria de las cargas topograficas y las enterradas. Por un
lado tenemos el peso por unidad de area de cada uno de los elementos de la columna:

pe(t +w)g + pmhin g (7.14)
Y por otro la presién en la base de la columna:

petg + pm(w + hp)g (7.15)

pe i |t
| ! w
p'rn pm 37773 hm

Figura 7.4: (a) Esquema del modelo de partida para desarrollar la isostasia flexural en
litosfera. (b) Al incorporar una carga topografica al escenario anterior, aparece una raiz
que se deflecta hacia abajo para compensar dicha carga. (¢) Comprimimos toda la carga
topografica en una fuerza g, por unidad de area. (d) Columna de la litésfera para evaluar
la fuerza total g como sumatoria de las cargas topograficas y las enterradas.
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Anadiendo la carga topografica q,, la fuerza total ¢ queda determinada:
4= qa + |pet +w)g + prmhim g} - {pc tg + pm(w + hin)g (7.16)

"~ q(7) = qu(T) = (pm — pe)gw(x) (7.17)

fuerza hidrostatica restauradora

Reemplazando esta expresion de ¢(x) en la ecuacion 7.13 obtenemos:

© DEY (= pdgule) = ula) (7.18)

Finalmente, si consideramos que la topografia posee una densidad constante de
pt, entonces podemos reemplazar a g, por:

o) = prg h() (7.19)

donde h(z) es la cota topografica en el punto z. Y por ende la ecuacién diferencial
queda expresada como:

DY (= pg i) = g h(z) (7.20)

Esta ecuacién diferencial nos permite obtener la deflexion de la raiz w(x) de
una corteza con rigidez flexural D generada por una carga topografica g,(x). La
unica dificultad que tendriamos seria la capacidad de resoluciéon de dicha ecuacién.
Una opcion puede ser encararla a través de diferencias finitas, sin embargo, veremos
mas adelante que es posible trasladar el problema al espacio de frecuencias, donde
ademas tendremos una mejor interpretacion del comportamiento del sistema.

7.3. Isostasia Flexural como Filtro de Frecuencias

Con el fin de interpretar el comportamiento de la raiz frente a cargas topograficas
y de obtener un método de resolucion rapida de la ecuacion diferencial 7.20, trasla-
daremos el problema al espacio de frecuencias. Para ello aplicamos la Transformada
de Fourier en cada miembro de la ecuacién antes nombrada.

F|D C(ZZ + (pm — pe)g w(a:)] = f[ﬁtg h(iﬂ)} =
D]—"{(f;ﬂ + (pm — pe)g Flw(x)| = Ptg}—[h(l“) (7.21)

Vamos a llamar W (k) y H(k) a las Transformadas de Fourier de la deflexién
w(x) y la topografia h(x), respectivamente. Ademas, haciendo uso de la propiedad
de la ecuacién 3.2, la ecuacion diferencial queda reescrita en el espacio de frecuencias
COmo:
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[DE"+ (pm — po)g| W(k) = pig H(k) =

Pty
W(k) = DE T (pn — po)g H(k) (7.22)

Definiendo la funcién ®.(k) como:

[ o -
sz&wfmw+4 (7.23)

Podemos reescribir la ecuacion 7.22 de la siguiente manera:

Iwmzwf&@@Hw (7.24)

De esta forma, conociendo las densidades involucradas y la rigidez flexural de la
placa, es posible obtener la Transformada de Fourier de la deflexiéon de la corteza
sélo a partir de la cota topografica. La obtencién de la deflexion w(zx) se reduce
tnicamente a antitransformar la W (k) obtenida.

La ecuacion anterior no solo nos brinda una sencilla forma de resolucion de
la isostasia flexural, sino que ademds nos permite interpretar la obtenciéon de la
deflexiéon como un filtrado de frecuencias de la topografia, realizado a través de la
funcién O, (k).

En la Figura 7.5 se observa una grafica de ®.(k) para distintos valores de rigidez
flexural. En ella se puede apreciar que el filtro se comporta como un pasabajos,
atenuando el efecto de las altas frecuencias y manteniendo el de las mas bajas.
Ademas, podemos ver que cuanto mayor es la rigidez D, mas estricto es el filtro.

1.0

0.8}

0.2

0.0
0

Figura 7.5: Grafica del filtro ®.(k) para distintos valores de rigidez flexural. Se puede
corroborar que efectivamente se comporta como un pasabajos y que cuanto mayor es el
valor de D, mas estricto es el filtro.
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Figura 7.6: Perfil de litésfera con topografia arbitraria de densidad 2670kg/m?, sostenida
por una corteza normal de 35km de ancho y densidad 2900kg/m? sobre un manto de
3300kg/m?. Se muestran los Mohos que se obtienen al aplicar un modelo de isostasia
flexural para distintos valores de espesor elastico T,. El T, = 0 coincide con el modelo
isostatico de Airy.

En la Figura 7.6 podemos ver una topografia arbitraria con densidad p; =
2670kg/m> en una corteza de densidad p. = 2900kg/m? y ancho ¢t = 35km. Y
por debajo de ella se muestran las distintas raices que se obtienen para diferentes
valores de espesor elastico T,.

En el caso particular en el que la placa no tiene rigidez (D = 0), el filtro ®.(k)
es igual a la identidad y por ende se recupera el modelo isostético de Airy (ecuacién
1.20). Observando la grafica de la Figura 7.6 podemos ver que el Moho generado con
T. = 0 coincide con el modelo isostatico de Airy, generando una raiz local. Mientras
que los modelos flexurales producen que las raices sean regionales y no reproduzcan
el efecto de las altas frecuencias, como es el caso del pico que podemos ver en la
topografia propuesta en dicha Figura.

7.4. Generalizacion del Modelo

El modelo propuesto en la seccién 7.1 supone que las cargas estan homogenea-
mente distribuidas a lo largo del eje z, pudiendo reducir el estudio de la deflexion
de la corteza a una funcién unidimiensional w(z). Sin embargo, en la practica, las
masas se encuentran distribuidas en todo el plano xy heterogeneamente, por ende
la deflexion vendra dada por una funciéon w(zx,y) como solucién de una ecuacién
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diferencial a derivadas parciales.

Ademas, la rigidez de la corteza no suele ser constante para regiones amplias, sino
que pueden presentar variaciones, por lo tanto, es posible representarla mediante una
funcién D(x,y).

La ecuacién diferencial que determina la raiz para cargas distribuidas en el plano
xy y rigidez flexural variable es la siguiente (Garcia et al. (2014)):

0?D 0*w o 0?’D  J*w n 0?D 9*w
ox? 0y? 0xQy 0xdy  Oy? Ox?

+(pm—pe)gw = pgh
(7.25)

En el caso particular de que D sea constante en toda la region, la ecuacion
diferencial se reduce a:

V2 [D Vu| - (1-v) l

DV + (pm — pe)gw = pigh (7.26)

Y aplicando la Transformada de Fourier en esta ecuacion, se obtiene una relacion
similar a la de 7.24:

W ks, ky) = —2— ®o(k) H(ky, ky) (7.27)
Pm — Pe

donde k es el modulo del vector k = (k;, k) y P.(k) sigue estando definida segin
la ecuacion 7.23.






Capitulo 8

Inversion del Moho

Nuestro objetivo es construir un método que nos permita determinar el espesor
elastico de una region de interés particular. De contar con datos de altura topografica
(h) y de profundidad del Moho en dicha zona (¢t 4+ w), solo resta obtener el valor
de T, que mejor ajusta la ecuacién 7.27. Los datos de topografia son sencillos de
recolectar a partir de modelos globales o mapas de elevacién digital; mientras que
la profundidad del Moho se obtiene generalmente por sismologia. Sin embargo suele
suceder que no tengamos mediciones sismoldgicas en nuestra zona de estudio.

En situaciones como esta es necesario hallar otra forma de calcular la profundidad
del Moho. La opcién que vamos a abordar aqui reside en realizar una inversién de
las anomalias de Bouguer mediante métodos espectrales.

En un trabajo que abri6 nuevas puertas dentro de los métodos espectrales en
geofisica, Parker (1973) consideré el potencial gravitatorio producido por una capa
de material de densidad p, cuyos limites inferior y superior son el plano z = 0 y una
superficie definida por z = h(r), respectivamente (con r = (z,y)). Supuso que fuera
de una regién finita, la placa se desvanece (h(r) = 0V r > R, por ejemplo); y que
h es acotada e integrable. A partir de estas hipodtesis, obtuvo una expresion para
la Transformada de Fourier de dicho potencial gravitatorio (medido en el plano de
observacién z = zy) como serie de potencias de la TF de h(r), modulada por una
exponencial decreciente:

F[U] = 21 Gp e F i e

n=1

o Flh"(r)] (8.1)

Junto con una expresion analoga para la componente en z de la aceleracién de
la gravedad, en el mismo plano de observacion:

[ee] n—1

f{gz} =2rGpe ™ o f{h”(r)} (8.2)

n=1

Con estas ecuaciones elaboré también una solucién espectral para el problema de
la continuacién ascendente, es decir, obtener la anomalia gravitatoria Ag’ a un nivel
2, conociendo la anomalia Ag en un nivel z5. Ya que si consideramos que ambas
estan generadas por los mismos cuerpos, responderan a relaciones como la anterior
a diferencia del factor del exponente (2, y 2o en cada caso). Es sencillo de calcular
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la relacion que existira entre las TF de ambas anomalias:
J—_'|:Ag/i| — e*(ZE)*ZO)k J~_'|:Ag:| (83)

De esta forma obtuvo una solucién espectral muy simple, que se reduce a la
aplicacion de un filtro pasabajos, a un problema que espacialmente debe encararse
como la resolucién de una integral de superficie.

Finalmente, generaliz6 la ecuacién 8.2 para una capa con limite superior h(r) e
inferior ¢(r); y con densidad variable p(r):

Flg.] = 2nG e i ’“;_ ]—"{p(r){h"(r) - g"(r)}} (8.4)

8.1. Modelo de Raiz e Inversion de Anomalias de
Bouguer

Para la inversion del Moho que propondremos vamos a considerar una raiz de
densidad constante con superficies superior e inferior h(r) = —t y g(r) = —[t +w(r)]
medidas desde o. La atraccién gravitatoria que la raiz genera se aproximara mucho
a la anomalia de Bouguer, salvo por los cuerpos anémalos que puedan aparecer en
corteza (ver Figura 1.2), asignandole una densidad equivalente al contraste entre
las densidades del manto y la corteza. Tomaremos como hipdtesis para nuestro
modelo que la tinica fuente de anomalia de Bouguer es la raiz propuesta con densidad
constante p. — p,, < 0.

Para simplificar los cdlculos, nos trasladamos al marco de referencia o', en el cual

las superficies de la raiz vienen dadas por A(r') = 0y ¢g(r') = —w(r); y tomamos
como plano de observacion de la anomalia el z = 0 (2' = ).
2z, 7
(0]
Yy
t

Figura 8.1: Modelo de raiz con densidad constante para realizar la inversiéon del Moho a
partir de anomalias de Bouguer. Las superficies h(r) y g(r) medidas desde o delimitan
la raiz superior e inferiormente, respectivamente. El ancho de la corteza normal es ¢ y
w(r) > 0 es la deflexién de la misma.
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Segun la ecuacién 8.4, la anomalia de Bouguer estara relacionada con las super-
ficies que limitan la raiz de la siguiente forma:

— - knil n / n /
F[Agiy| = ~27G (o — o) ¥ ;n!f[h (¥)-g"()] = (85)
- o [—w()"

(1)t

n!

F[Aguy] = 27G (pm — pe) e Y Fluw"(r)] (8.6)
n=1
Para llevar a cabo la inversion deseada tendremos que reordenar la ecuacién an-
terior, de forma andloga a la propuesta por Oldenburg (1974); despejando el primer
término de la sumatoria:

FIA kt 0o (_1\n L.n—1
_F[Bafet s
277G (pm — pe)

n=2

Fluw(r)] = Fluw" ()] (8.7)

n!

Y luego construir un algoritmo iterativo que se retroalimente con la salida de la
ultima iteracién. Este método fue desarrollado por Oldenburg (1974) y se conoce
como el método de inversion de Parker-Oldenburg. Consiste en partir de una defle-
xion arbitraria wy y calcular la raiz de la iteracion ¢ a partir de la obtenida en la
iteracion ¢ — 1:

FIA ekt N (_1\nLn—1
B T S o Vi
270G (pm — pe)

n=2

Flw| = Flup, | (8.8)

n!

término constante

donde N es el orden maximo de la sumatoria. Las iteraciones se llevan a cabo hasta
que el sistema alcance un criterio de interrupciéon deseado. Notemos que el primer
término de la ecuacion anterior no se ve modificado en ninguna de las iteraciones,
es por ello que lo denominaremos término constante.

Un aspecto importante para asegurar la convergencia de este algoritmo es aplicar
un filtro pasabajos entre cada iteraciéon (Oldenburg (1974), Braitenberg y Zadro
(1999), Braitenberg et al. (2000), Gomez-Ortiz y Agarwal (2005)). Esto se debe a
que la exponencial creciente del término constante amplifica las altas frecuencias, lo
cual dificulta la convergencia del algoritmo. Nuestra propuesta es utilizar un filtro
que se conoce como filtro de Hamming;:

[1 + cos (Wkkut)} k < kew
Hamming (k) = (8.9)
0 k> kew

N

En la Figura 8.9 se muestra una grafica de este filtro de frecuencias, donde se ve
que k., cumple la funciéon de una frecuencia de corte: se eliminan las contribuciones
de frecuencias mayores a ella.
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Figura 8.2: Grafica del filtro pasabajos de Hamming, definido en la ecuacién 8.9 y utilizado
para eliminar las altas frecuencias en cada iteracién de la inversién del Moho mediante el
método Parker-Oldenburg.

8.2. Implementacién en Python del Algoritmo
Parker-Oldenburg

En el presente trabajo se implement6 el método de inversién del Moho a través
de Parker-Oldenburg en lenguaje Python. En la Figura 8.3 se muestra el diagrama
de flujo del algoritmo implementado.

Como entrada del programa tomamos una grilla regular de las anomalias de
Bouguer [m/s?] en coordenadas planas, ademads de los siguientes pardmetros: espesor

Grilla de Anomalias
de Bouguer

'

Célculo de Término
Constante

'

Propuesta de
Deflexién Inicial

'

Calculo de Nueva Deflexion
con Parker-Oldenburg

Salida:
Deflexién anterior

¢Aumento el
RMS?

No converge

¢Diferencia de
RMS menor que la
tolerancia?

Si Salida:
Deflexién

RMS con Deflexién
anterior

Converge

Figura 8.3: Diagrama de Flujo del algoritmo de inversiéon de Paker-Oldenburg implemen-
tado en Python.
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de corteza normal ¢, contraste de densidad de la raiz Ap = p,, — p., orden méaximo
N de la sumatoria, valor de tolerancia y un factor de corte utilizado por el filtro de
Hamming.

Lo primero que realizamos es calcular el término constante a partir de la TF de
las anomalias, el cual es una cantidad invariante durante todo el proceso iterativo.
Las Transformadas de Fourier y sus Antitransformadas son calculadas a lo largo de
todo el proceso de inversion a través de las funciones fftpack.fft2 y ffttpack.iff2 de las
librerias SciPy (Jones et al. (2001)). Mientras que los vectores de frecuencias son
calculados con la funcién fftpack.fftfreq, también de SciPy.

Luego proponemos una deflexién inicial, que sirve tnicamente como punto de
partida para el algoritmo. En nuestro caso elegimos partir con una deflexién nula
para todo punto de la grilla.

8.2.1. Calculo de Nueva Deflexiéon con Parker-Oldenburg

En este paso obtenemos la TF de una nueva deflexién haciendo uso de la ecuacién
8.8, tomando el término constante ya calculado y la deflexién obtenida en la iteracion
anterior (en caso de ser ésta la primer iteracion, tomamos como deflexion anterior
la inicialmente propuesta).

Antes de antitransformarla para obtener la nueva raiz propiamente dicha, apli-
camos el filtro de Hamming a su Transformada. Para lo cual es necesario determinar
un valor para la frecuencia de corte k.,;. Como este pardmetro es el que estd mas
liberado a la subjetividad del usuario, decidimos darle una interpretacion fisica. Pa-
ra ello propusimos que sea proporcional a la frecuencia asociada al espesor de la
corteza normal.

Se sabe que una fuente localizada a una profundidad d generara efectos gravimé-
tricos con longitudes de onda de aproximadamente 27 /d. Es por ello que al eliminar
las frecuencias mayores solo descartamos las contribuciones de las fuentes que estén
a menor profundidad que d.

Es por ello que vamos a definir al k.,; como:

ke = factor de corte - g (8.10)

donde el factor de corte es el pardmetro de entrada. Este valor puede variar entre
0 y 2, y aunque esté asociado con una interpretacion fisica, sigue quedando sujeto
a la subjetividad del usuario en funcién del resultado que el algoritmo genere, solo
que ahora contamos con una interpretacion del mismo.

Una vez aplicado el filtro de Hamming con la frecuencia de corte deseada, anti-
transformamos el resultado para obtener asi la nueva deflexion.

8.2.2. Criterio de Interrupcion del Algoritmo

En algoritmos iterativos de este tipo es necesario contar con un criterio de in-
terrupcion que determine cuando este converge o alcanza una situacién deseada, o
bien cuando diverge.
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En este caso propusimos calcular la desviacién estandar entre la deflexion de la
iteracién actual con la de la anterior como:

RMS = \l N N z:: zz: [wz xmym wi—l(xmym)}2 (811)

donde NV, y N, son la cantidad de puntos por eje que posee la grilla de valores de
anomalia de Bouguer sobre la cual trabajamos; y w; y w;_; son las raices de las
iteraciones actuales y anteriores, respectivamente.

En caso de que el RMS sea menor que el valor de tolerancia elegido, entonces
consideramos que el algoritmo converge finalizando exitosamente y devolviendo la
raiz obtenida en estd ultima iteraciéon. Caso contrario, verificamos que el valor de
RMS no haya incrementado desde el valor que obtuvo en la iteracién previa. Si lo ha
hecho damos por finalizado el algoritmo como no convergente, devolviendo la raiz
obtenida en la iteraciéon anterior.

Si el RMS no alcanza la tolerancia ni se incrementa desde la iteracion anterior,
entonces procedemos a calcular una nueva raiz como se describié en 8.2.1 y continuar
iterativamente con el algoritmo.

8.3. Modelo Sintético para Inversién del Moho

Con el objetivo de corroborar el funcionamiento del algoritmo de inversion, aqui
proponemos un modelo sintético que consiste en una corteza normal de ancho ¢ y
densidad p. = 2900kg/m?, sobre un manto de densidad p,, = 3300kg/m?, la cual se
deflecta como lo muestra la primer grafica de la Figura 8.5. Trabajamos sobre una
grilla de 400km x400km con 101x101 nodos.

Para calcular la anomalia gravimétrica que la raiz genera, construimos un “mesh”
de 100x100 prismas rectangulares que se extienden verticalmente desde —t hasta
un promedio entre las profundidades de la raiz en los cuatro vértices del prisma. De
esta manera generamos un conjunto de prismas que se aproximan geométricamente
a la raiz (ver Figura 8.6).

5000

R — w Sintetica
N - - wlnvertida

4000+

3000F

£ 2000f

1000+

—100Q
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

km

Figura 8.4: Perfiles correspondientes a las deflexiones sintéticas e invertida realizados en
las lineas de puntos que se ven en la Figura 8.5.
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Figura 8.5: Modelo Sintético para demostrar un ejemplo del algoritmo de Parker-
Oldenburg. La primer grafica muestra la deflexién propuesta por el modelo, mientras
que a su derecha se expone la anomalia gravimétrica que ella genera (obtenida a través de
un modelado con prismas, ver Figura 8.6). La tercer grafica muestra la raiz que se obtiene
al invertir las anomalias usando Parker-Oldenburg y la tltima muestra la diferencia entre
ambas deflexiones.

Haciendo uso de funciones de la libreria Fatiando a Terra (Uieda et al. (2014)),
pudimos determinar la anomalia que genera la raiz como la contribucion a la atrac-
cién gravitatoria que genera cada uno de los prismas. Para lo cual, la funcién prism.gz
de fatiando.gravmag hace uso de los resultados de Nagy et al. (2000) acerca del po-
tencial gravitatorio generado por prismas. La anomalia de Bouguer que se obtiene
se puede ver en la segunda grafica de la Figura 8.5.

Luego, procedemos a invertir la anomalia obtenida a través del algoritmo imple-
mentado. Para ello consideramos un factor de corte igual a 2, las sumatorias hasta el
orden 30 y el valor de tolerancia lo tomamos de 1-107'm. Después de 17 iteraciones,
el algoritmo converge a la raiz que se muestra en la tercera grafica de la Figura 8.5.

A modo de comparacion entre la raiz sintética propuesta y la obtenida a través
del algoritmo de inversion; en la ultima grafica de la Figura 8.5 se muestra una
deflexion residual, es decir, la diferencia entre la invertida y la original. Y en la
Figura 8.4 podemos ver el perfil de ambas deflexiones en un corte que en las Figuras
8.5 se muestra como lineas de puntos.
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Figura 8.6: Conjunto de prismas utilizado para simular la deflexién propuesta y calcular
a partir de ellos la anomalia gravimétrica que genera.

Mediante este modelo sintético podemos ver que el algoritmo permite invertir de
forma aproximada la deflexion de la corteza a partir de las anomalias de Bouguer.
Es interesante hacer hincapié en dos cuestiones acerca del resultado del mismo.

La primera involucra los efectos de borde. Como se puede ver tanto en la gréafica
de la Deflexién Residual como en el perfil, la raiz invertida se escapa de la original en
los extremos de la grilla. Esto se debe a efectos de borde producidos por los métodos
espectrales y es algo a tener en cuenta cuando deseamos utilizar la raiz invertida
para futuros calculos o bien para interpretar datos. La segunda cuestion tiene que
ver con un detalle que Braitenberg et al. (2002) ya hizo mencién: el algoritmo de
Parker-Oldenburg suele subestimar la profundidad del Moho, lo cual se traducira
luego en una sobrestimacion del espesor elastico T..

8.4. Mejora a Parker-Oldenburg

Con el objetivo de solucionar el problema que presenta el algoritmo de Parker-
Oldenburg, aqui proponemos una mejora al método, que consiste en realizar co-
rrecciones a la deflexion que se obtiene calculando la anomalia residual, es decir, la
diferencia entre Bouguer y la anomalia que la deflexién invertida genera.

Supongamos que hemos obtenido a partir de Parker-Oldenburg una deflexién
que denominamos wpo y llamo Agpo a la anomalia que esa deflexién genera. Vamos
a definir a la anomalia residual como:

(5g = Agbg — Agpo (812)

Podemos interpretar a esta anomalia residual como la que genera el agregado o
la sustraccién de masa a wpp, hasta que esta alcanza la raiz objetivo w (ver Figura
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| W

Deflexién
[ = Objetivo

Figura 8.7: Esquema de la deflexién invertida mediante Parker-Oldenburg y la deflexién
objetivo, es decir, la que genera fielmente la anomalia de Bouguer.

8.7). En ese caso, podemos hacer uso de la ecuacién 8.4 de Parker:

Flog] = 427G (pm — pc) e i k:: f[{ —wpo(r) } — { —w(r) }"] (8.13)

Superficie superior Superficie inferior

Reordenando la ecuacién anterior obtenemos la siguiente relacion:

Fluw(r) —wpo(r)] = —QWZ[(‘Z ]f tpc) = nﬁ; (_”;k = Fluw(r) = who(r)] (8.14)

A partir de ella podemos proponer un método iterativo similar al de Parker-
Oldenburg:

B Fldg] ekt B N o(—1)"knt
210G (pm — pe) Z

n=2

F[wi — U)PO} = ]-“[w?,l — wgo} (8.15)

n!

De esta manera podemos obtener una nueva deflexién que ajuste de forma mas
precisa la anomalia residual. Proponemos realizar este proceso iterativamente: uti-
lizamos al principio la deflexién que se obtiene por Parker-Oldenburg para calcular
una w'; esta tomard luego el lugar de la primera; computamos la anomalia resi-
dual que esta nueva raiz genera y mediante un método similar a Parker-Oldenburg
obtenemos la deflexién w?.

Podemos resumir éste método en la siguiente ecuacién, donde ¢ barre iteraciones
del simil Parker-Oldenburg, mientras que j barre las iteraciones en las que recalcu-

lamos la anomalia residual.

_f[(;gj—l]ekt B i\f: (_1)nkn—1
217G (pm — pe)

n=2

Fluw! —w™] = Fl{wl " = w7

(3.16)
con dg7t = Agy, — Ag?! (8.17)

n!
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Figura 8.8: Diagrama de Flujo del algoritmo de mejora a Parker-Oldenburg.

En la Figura 8.8 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo en cuestion.
Alli se puede ver que el criterio de interrupcion utilizado es similar al de Parker-
Oldenburg, solo que ahora comparamos la anomalia que genera cada deflexién w?
con la anomalia de Bouguer original. Si el RMS que se obtiene es menor que a un
valor de tolerancia damos por finalizado con éxito al método.

En esta mejora solo utilizamos un filtro pasabajos dentro del simil Parker-
Oldenburg. Por lo tanto el RMS entre la anomalia de Bouguer y la que genera
cada deflexién w? puede ser alto, ya que la primera poseerd componentes de altas
frecuencias que la ultima no. Esto debe tenerse en cuenta a la hora de definir la to-
lerancia, o bien, filtrar la anomalia de Bouguer antes de introducirla en el algoritmo.

Los célculos de la anomalia gravitatoria que cada deflexién w? genera son rea-
lizados al igual que en el dltimo modelo sintético: aproximando la raiz por pris-
mas rectangulares y obteniendo su efecto gravitatorio, haciendo uso de la funcion
prism.gz de fatiando.gravmag, disponible a través de la libreria Fatiando a Terra
(Uieda et al. (2014)).

La desventaja que posee este método es el tiempo de computo. El proceso de
calcular la anomalia que genera la deflexion en cada iteracion j requiere un tiempo
de procesamiento elevado en comparacion con los calculos espectrales que se realizan
con mucha velcidad. Ademas, a medida que la grilla aumenta en ancho, la cantidad
de prismas necesarios para modelizar la raiz aumenta en potencia de 2, como también
lo hace el tiempo de computo. Es por ello que antes de intentar un calculo semejante
es necesario analizar nuestra grilla de trabajo y evaluar tanto su extension como su
resolucion.
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8.5. Modelo Sintético para Inversion del Moho
con Mejora a Parker-Oldenburg

Partiendo de la deflexién obtenida por Parker-Oldenburg en el ejemplo de la
Figura 8.5 aplicamos el método descripto en los ultimos parrafos para obtener una
deflexién que ajuste mejor a la original.

Para ello extendimos las sumatorias de la ecuacién 8.16 hasta orden 15, utiliza-
mos un factor de corte igual a 1 para el filtro pasabajos y los valores de tolerancia
usados fueron de 107®m para el simil Parker-Oldenburg y 10~®m/s? para el RMS
entre la anomalia de Bouguer y la anomalia generada por cada deflexién w’.

En la Figura 8.10 se muestran las graficas de la deflexion sintética (la misma que
la del modelo sintético previo) y la invertida a través del nuevo método. Ademads, se
exponen las deflexiéon y anomalia residuales. A simple vista podemos observar que
bajaron considerablemente los valores de la deflexion residual y que ahora la raiz no
estd subestimada.

Para visualizar mejor el ajuste de la raiz, en la Figura 8.9 se puede ver los perfiles
de las deflexiones original e invertida, respectivamente; en un perfil delimitado por
las lineas de puntos de la Figura 8.10. En ella se puede apreciar que el ajuste es mu-
cho mas preciso que haciendo uso de Parker-Oldenburg. Sin embargo, continuamos
teniendo los efectos de borde, por ende debemos seguir teniéndolos en cuenta a la
hora de construir nuestras grillas de inversion.

6000

— w Sintetica
5000| == wlnvertida |

4000+
3000
2000F

1000}

-100Q : : : ) : : :
~200 -150 -100 50 0 50 100 150 200

km

Figura 8.9: Perfiles correspondientes a las deflexiones sintética e invertida realizados en
las lineas de puntos que se ven en la Figura 8.10.



74 CAPITULO 8. INVERSION DEL MOHO
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Figura 8.10: Modelo Sintético para demostrar un ejemplo de la mejora al algoritmo de
Parker-Oldenburg. La primer grafica muestra la deflexién propuesta por el modelo, mien-
tras que a su derecha se expone la deflexiéon que se obtiene de dicho método. Las tltimas
dos muestran la deflexién y anomalia residuales, respectivamente; es decir, las diferencias
entre las deflexiones y anomalias gravitatorias originales y las generadas por el método de
inversién.



Capitulo 9

Determinacion del Espesor
Elastico

Siendo capaces de invertir el Moho a través de las anomalias de Bouguer, estamos
en condiciones de proceder a la determinacién del espesor elastico de la corteza.
Como hemos dicho anteriormente, lo haremos calculando cuél es el valor de T, que
mejor ajusta en la ecuacién 7.27, haciendo uso de la topografia h(r) y la deflexién
invertida w(r).

Para lo cual es necesario suponer que el espesor elastico es constante en toda
la zona de estudio, lo cual no suele suceder en situaciones reales. Solucionaremos
esto trabajando con ventanas pequenas, dentro de las cuales supondremos que dicha
hipotesis es valida.

Sin embargo, al desechar los datos de topografia y deflexion exteriores a la ven-
tana, caemos en el error de calcular una deflexion local, sin importarnos qué cargas
tenemos alrededor de dicha ventana ni cémo deflectan regionalmente la pequena
zona que estamos analizando.

Para evitarlo, aqui proponemos obtener una deflexién de prueba por cada valor
de T, posible, haciendo uso de la ecuaciéon 7.27 y considerando la carga topografica de
toda la zona de estudio; luego comparar estas deflexiones de prueba con la invertida
solo en la ventana en la que estamos parados. Tomando finalmente como el T, 6ptimo,
aquel que minimiza la desviacion estandar entre las subgrillas de las deflexiones de
prueba e invertida.

Para hacerlo hemos desarrollado una simple interfaz que permite seleccionar ven-
tanas modificando su posicion y tamafio; ademas de un rango de valores de espesor
elastico posibles, dentro de los cuales se estima que se encuentra el caracteristico de
la ventana en cuestion.

El calculo del T, 6ptimo lo llevamos a cabo obteniendo una deflexiéon de prueba
para cada valor de espesor elastico determinado y calculando la desviacion estandar
entre cada una de ellas y la deflexion invertida anteriormente. Con estos valores
generamos una grafica de RMS vs T,, tomando como T, 6ptimo aquel que minimiza
el RMS. Con dicho valor graficamos en areas mas pequenas los valores de deflexion
invertida y la deflexion éptima dentro de la ventana seleccionada. En la Figura 9.1
se puede ver la interfaz siendo utilizada sobre una zona de estudio como ejemplo.

Una vez obtenido el T, que mejor ajusta en la ventana seleccionada, asociaremos

75
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Figura 9.1: Interfaz grafica para la determinacion del espesor elastico por ventanas. El
primer grafico muestra la carta topografica de la zona de estudio, a su derecha encontramos
la deflexion previamente invertida. En ellas podemos seleccionar la ventana que deseamos
analizar, pudiendo modificar su posicién y tamano. Una vez elegida, le ordenamos que
construya la grafica superior derecha que contiene valores de RMS entre las ventanas de
la deflexién invertida y las deflexiones de prueba obtenidas para cada valor de T, (entre 0
y b0km, en este caso). Sobre ella se muestra el valor de T, que minimiza dicha curva y por
debajo se exponen las deflexiones invertida y éptima sélo en las ventanas seleccionadas.

al centro de la misma dicho valor de espesor elastico. Repitiendo el proceso para
un nimero grande de ventanas obtendremos un scatter de puntos con valores de 7,
diversos. Si la densidad de puntos es suficiente, podemos realizar una interpolacion
para obtener una grilla de valores de espesor elastico en nuestra zona de estudio.

9.1. Deflexion de Placa Delgada con Espesor
Elastico Variable

La ecuacion diferencial 7.25 determina la deflexion de una placa con rigidez
flexural variable D(z,y) a partir de las cargas topograficas. Es interesante obtener
esta deflexién a partir de la grilla D(zx,y) obtenida.

Garcia et al. (2014) proponen un algoritmo iterativo para resolver dicha ecuacion.
Para realizarlo consideran que D(x,y) varia suavemente y lo separan entre una
deflexién constante Dy y una variable D’'(x,y):

D(z,y) = Do+ D'(z,y) (9.1)

Definen como wy(z, y) a la deflexién que presenta una placa eléstica con la rigidez
flexural constante Dy, determinada por la ecuacién 7.27; y w(z,y) a la deflexién de
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la placa con rigidez variable D(z,y). El método iterativo que desarrollaron permite
obtener la Transformada de Fourier de w(z,y) de la siguiente manera:

(p ‘Pe_(k; )g ;{W (2] -
02D O*w;_ 02D O*w;—y  O*D' *w;_

—(1—v) | T il TN (9.2)
or? Oy 0x0y 0xdy oy? Ox

o] = 7[o] -

donde p,, ¥ p. son las densidades del manto y la corteza, respectivamente; ®(k) es
el filtro pasabajos definido en la ecuacién 7.23 usando la rigidez flexural constante
Dy; v el médulo de Poisson y w; = w;(z,y) es la deflexién obtenida en la i-ésima
iteracion.

Siguiendo las indicaciones de los autores, hemos implementado este método en
lenguaje Python. Las tres derivadas parciales de D’ pueden calcularse al incio ya
que no varian iteracién a iteracién, como si lo hacen las derivadas de la deflexion
w;_1. Todas las derivaciones son realizadas espectralmente ya que es la forma mas
precisa y eficiente de obtener la derivada de valores discretos (Garcia et al. (2014)).

f[gzﬂz—kif[f} ) f[gzé]:_k;fm (9.3)
25 s

Las derivadas obtenidas mediante diferencias finitas amplifican las componentes
de ruido, generando resultados no deseados. Para evitar esto al calcular las derivadas

Grillas de Topografia | ( Valor de Deflexién
y Espesor Elastico constante Dy

I

Y v

Calculo de deflexién Caélculo de D' (z,y)
wo(z,y) y sus derivadas de
forma espectral
|

\
Caélculo de nueva
deflexion w(x, y)

¢(RMS aumento
desde iteracidon

Salida:
Deflexion anterior
No Converge

y

RMS con deflexién de ¢RMS menor Salida:
iteracion anterior que tolerancia? Deflexién
Converge

Figura 9.2: Diagrama de Flujo del algoritmo de Garcia et al. (2014) para resolucién de la
ecuacion diferencial que rige la deflexién de una placa delgada con rigidez flexural variable

D(z,y).
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espectralmente; hemos filtrado las bajas frecuencias de las funciones a derivar con
filtros de Hamming, usando como frecuencia de corte la frecuencia de Nyquist: k., =
7/dx, donde dx es la distancia entre primeros vecinos de la grilla x, y.

Ademas, Garcia et al. (2014) aconsejan extender la grilla en los extremos, colo-
cando algun valor constante de espesor elastico, para evitar los efectos de borde que
su método introduce.

En la Figura 9.2 se muestra un diagrama de flujo del algoritmo implementado. La
utilizacion de los filtros pasabajos no se muestra, pero se da por entendido que estan
incluidas en los célculos de las derivadas tanto de D'(z,y) como de cada deflexién
wi(z,y).

Es interesante, luego de haber obtenido esta nueva deflexion, compararla con la
que se calcul a través de la inversion de la anomalia de Bouguer. Incluso calcular
la anomalia que genera y determinar la residual.

9.2. Resumen del Método Completo

Agrupemos las ideas centrales de los tultimos capitulos, con el fin de ordenar los
procesos necesarios para determinar el Espesor Elastico de una region de interés.

Debemos partir desde la construccion de grillas regulares de topografia y anoma-
lias de Bouguer de nuestra zona de estudio. Las mismas deben estar en coordenadas
planas, requisito necesario para que las Transformadas de Fourier trabajen con fre-
cuencias en unidades de la inversa del metro.

El modelo de litésfera que proponemos esta constituido por una corteza normal
de ancho t y densidad p. que descansa sobre un manto no viscoso de densidad p,,.
Consideramos que sobre dicha corteza se coloca una carga topografica de densidad
p la cual produce una deflexiéon de la primera, generando una raiz que posee la

. . Inversién del Moho con
Grilla de Topografia )— Parker-Oldenburg
; i
Grilla de Anomalias ™ Mejora a Parker-Oldenburg——>
de Bouguer 5

Deflexién Invertida

Calculo de Espesor Elastico
a través de pequefas
ventanas interactivas

¥
Interpolado del Espesor
Elastico en Grilla Regular

Grilla de Espesor
Elastico
Algoritmo de Garcia para
obtener el Moho debido al Deflexién Flexural
Te(x,y) variable

Figura 9.3: Diagrama de Flujo del método completo para la determinacién del Espesor
Elastico de la corteza terrestre.
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misma densidad p..

El primer paso consiste en obtener dicha deflexién mediante la inversion de
las anomalias de Bouguer. Lo hacemos aplicando primero el algoritmo de Parker-
Oldenburg y luego la mejora que presentamos en este trabajo.

En segundo lugar determinaremos el espesor elastico en la zona de estudio uti-
lizando la grilla de topografia; mediante el uso de ventanas pequenas, en las cuales
suponemos que el T, se mantiene constante. Para lograrlo se implementé una simple
interfaz grafica que facilita la seleccién de las ventanas, la visualizacion y la escritura
de los datos que se van construyendo. Cada valor de espesor elastico es asociado al
centro de su respectiva ventana.

Una vez que contamos con una densidad de puntos de T, considerable, procede-
mos a interpolarlos sobre una grilla regular; para luego aplicar el algoritmo propuesto
por Garcia et al. (2014) para la determinacién de una deflexién flexural a partir de
la grilla de espesor elastico y la carga topografica.

En la Figura 9.3 se muestra un diagrama de flujo que sintetiza el método completo
para la determinacién del espesor elastico.

9.3. Modelo Sintético para Determinacién de Es-
pesor Elastico

Con el objetivo de corroborar el funcionamiento del método global, construimos
un modelo sintético a partir de una grilla de topografia arbitraria de 61x61 nodos,
como se ve en la Figura 9.4a. Consideramos una corteza normal de ancho ¢ = 35km
y densidades de topografia, corteza y manto p; = 2670kg/m?, p; = 2900kg/m?
y pr = 3300kg/m?, respectivamente. Propusimos un espesor eldstico que aumenta
linealmente en y (ver Figura 9.4b); y utilizando el algoritmo de Garcia et al. (2014)
obtuvimos la deflexién que la carga topogréfica genera (Figura 9.4c); para luego
calcular la anomalia que produce mediante el modelado con prismas (Figura 9.4d).
De esta forma tenemos las dos grillas de entrada para nuestro método: la topografia
y la anomalia de Bouguer.

Lo primero que hacemos es invertir la anomalia para obtener el Moho, aplicando
Parker-Oldenburg y la mejora propuesta en este trabajo. En el primero utilizamos un
factor de corte igual a 1, extendimos el orden de las sumatorias hasta 15 y el valor de
tolerancia lo fijamos en 10~®m. Para la mejora aplicamos los mismos pardmetros mas
un valor de tolerancia de 107®m/s?. La deflexién resultante de la inversién se puede
ver en la Figura 9.5a, y comparandolo con la deflexién original o sintética de la Figura
9.4c vemos que ambas ajustan satisfactoriamente. En la Figura 9.5b se muestra la
anomalia residual, es decir, la diferencia entre la anomalia de Bouguer sintética (Fig.
9.4d) y la que genera la raiz invertida. Estas discrepancias no superan el 0,1 % de
la anomalia original, reforzando atin mas la validez de la deflexiéon obtenida.

En segundo lugar calculamos valores de espesor elastico usando el software de
ventanas interactivas. En su mayoria utilizamos ventanas de 20km de ancho sobre
155 puntos distribuidos en toda la regién, a excepcion de los extremos de la grilla
donde suponemos la presencia de efectos de borde. Finalmente interpolamos este
scatter sobre la grilla regular con la que venimos trabajando. El resultado se puede
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apreciar en la Figura 9.5c.

A simple vista, la comparacion entre la grilla de Espesor Eldstico obtenida con
la original parece ser desalentadora, sin embargo, al calcular la diferencia entre
ambas (Figura 9.5d) observamos que en los puntos mas interiores las discrepancias
no superan los 600m, representando no mas del 7% de error. Las mayores diferencias
se dan cerca de los extremos, donde llegan hasta los 2km, alrededor de un 20 % de
error. Por lo tanto, podemos concluir que el modelo sintético se muestra exitoso en
la determinacién del Espesor Eldstico con un grado de confiabilidad del 10 % en los
puntos interiores de la grilla de trabajo. Se debe prestar especial atencién a la hora
de construir esta tltima, con el fin de centrar nuestra zona de estudio dejando un
lugar amplio en los extremos; donde probablemente existan efectos de borde que se
veran arrastrados a lo largo de todo el calculo del T..

Finalmente aplicamos el algoritmo de Garcia et al. (2014) para obtener la de-
flexion flexural, es decir, la raiz que se genera debido a la carga topografica si ésta
posee el espesor elastico obtenido. El resultado puede verse en la Figura 9.5e, y en
la Figura 9.5f vemos la diferencia entre la deflexiéon sintética y esta ultima. En ella
podemos ver que las diferencias en los puntos interiores no superan los 200m, es
decir que la discrepancia no representa mas que el 10 % de los valores de deflexion;
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Figura 9.4: Grillas con los datos sintéticos del modelo construido para la determinacion
del espesor elastico. En a y b podemos ver la topografia y el espesor elastico propuesto,
respectivamente; mientras que en ¢y d podemos observar la deflexién de la placa generada
por la carga topografica y la anomalia que la misma produce, respectivamente.



9.3. MODELO SINTETICO PARA DETERMINACION DE T, 81

manteniendo el grado de confiabilidad que establecimos en el parrafo anterior.
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Figura 9.5: Grillas con los resultados obtenidos en la resolucién del modelo sintético pro-
puesto. Las magnitudes del mismo tipo se encuentran graficadas bajo la misma escala de
colores que en la Figura 9.4. En a observamos la deflexiéon que se obtiene invirtiendo las
anomalias de Bouguer y en b la diferencia de esta con la que genera dicha deflexiéon. En ¢
vemos la grilla de espesor elastico que se obtuvo mediante el método propuesto y en d la
diferencia entre la sintética y esta ultima. En e se puede ver la deflexion flexural generada
con el algoritmo de Garcia et al. (2014), mientras que en f vemos la diferencia entre la
deflexién original y esta ultima.






Capitulo 10

Determinacion de Espesor Elastico
en Cuenca Neuquina

Para finalizar , deseamos aplicar el método desarrollado para la determinacién el
Espesor Eléastico en una zona real que actualmente se encuentra en estudio debido a
su especial interés tectonico. Dicha zona comprende la cuenca Neuquina y regiones

73°W  71°W 69°W 67°W 73°W 71°W 69°W 67°W
33°Sipm

—5000 —2000 O 2000 5000 —-400 -200 0 200
m mGal [10°m/s? ]

Figura 10.1: Grillas de Topografia y Anomalia de Bouguer de la Cuenca Neuquina y
regiones vecinas, obtenidas del modelo EIGEN-6C4 del ICGEM (Barthelmes y Kéhler
(2012)).
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aledafas.

Los datos de topografia y anomalias de Bouguer fueron obtenidos a través de
datos satelitales puestos a disposicién por el ICGEM (Barthelmes y Kéhler (2012))
bajo el modelo EIGEN-6C4, que condensa datos de los satélites GOCE, GRACE y
LAGEOS junto con mediciones en tierra y mar. Los mismos se ofrecen dispuestos
en una grilla de 181x241 nodos equiespaciados por 0,05° (ver Figura 10.1).

Lo primero que realizamos fue proyectarlos en coordenadas planas mediante el
método de Gauss-Kriiger en la zona 2 de Argentina, y luego construimos grillas
regulares de los datos en dichas coordenadas, con un equiespaciado de 5km. Ade-
mas removimos la batimetria, colocando altitud nula en las regiones maritimas. El
resultado se puede ver en la Figura 10.2.

En segundo lugar, obtuvimos la profundidad del Moho a través de la inversién
de las anomalfas de Bouguer con un factor de corte de 0.5 y tolerancia de 10~ m;
que luego utilizamos para calcular valores de espesor elastico en més de 200 puntos,
con ventanas entre 40km y 60km, haciendo foco en los mas interiores de la grilla
(ver Figura 10.3).
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Figura 10.2: Grillas de Topografia y Anomalia de Bouguer de la Cuenca Neuquina en
coordenadas planas.
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Finalmente, aplicamos el algoritmo de Garcia et al. (2014) para obtener el Moho
Flexural. Para hacerlo, extendimos la grilla de espesor elastico a valores nulos en
las regiones donde no tenemos informacién. De esta forma disminuimos la aparicion
de efectos de borde. Ademas, los valores de espesor elastico nulo generan solo per-
turbaciones locales, por lo tanto no introducen informaciéon dentro de la subgrilla
en cuestion. Luego simplemente cortamos el Moho Flexural que se obtiene a dicha
region. Y por tltimo calculamos el Moho residual, es decir, la diferencia entre el
Moho Invertido y el Flexural (ver Figura 10.4).

Como se puede ver en esta ultima Figura, existe una regién central de mucha
discrepancia entre el Moho Invertido y el Flexural. En esta zona también hay valores
muy bajos de Espesor Eldstico y una raiz pequena (ver Figura 10.3). Estas discre-
pancias las asociamos no a un acortamiento cortical, sino a una falla en el modelo
en relacion con los cuerpos anémalos presentes en la zona.

Actualmente se sabe que en dichas latitudes se encuentra la dorsal de Huincul,
que se presume poseer densidades mas altas que la de la corteza. La presencia de un
cuerpo denso produce un aumento en la anomalia, lo cual, a la hora de invertir con
un modelo de densidad constante, genera una raiz pequena. Con respecto al modelo
de isostasia flexural, un cuerpo mas denso puede ser representado como una carga
enterrada.

Seria interesante en futuros trabajos incorporar un modelo de la dorsal, quitarle
a la anomalia de Bouguer el efecto gravitatorio que él genera y obtener una nueva
grilla de espesor elastico considerando una carga equivalente, donde introducimos
tanto las cargas topograficas como las cargas enterradas.
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Figura 10.3: Profundidad del Moho obtenido a partir de la inversién de las anomalias
de Bouguer y una grilla de valores de espesor elastico calculada mediante el software de
ventanas interactivas. Para su comprensién, los valores estan expuestos en coordenadas

geograficas.
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Figura 10.4: Profundidad del Moho Flexural, obtenido a través del algoritmo de Garcia
utilizando la grilla de espesor elastico de la Figura 10.3. Y Moho Residual, es decir, la
diferencia entre el Moho Invertido y el Flexural. El Moho Flexural posee la misma escala
de colores que el Moho Invertido de la Figura 10.3.
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Conclusiones

En el desarrollo de esta Tesina hemos sido capaces de construir dos métodos
espectrales para determinar la Profundidad al Punto de Curie y el Espesor Elastico
de la Corteza Terrestre.

En el primero logramos analizar las técnicas existentes de Tanaka et al. (1999)
y Blakely (1995), basadas en el trabajo de Spector y Grant (1970); y proponer va-
riaciones a ellos. Obteniendo finalmente un método que utiliza ventanas interactivas
para ajustar por minimos cuadrados el promedio radial del espectro de potencia
de las anomalias magnéticas con la curva predicha por un modelo de loza infinita,
suponiendo que esta posee una magnetizacion aleatoria y no correlacionada. Com-
probamos su funcionamiento a través de un modelo sintético y lo utilizamos para
obtener la profundidad al punto de Curie en la regiéon conocida como La Payunia.
Ademas, el método y el software implementado fueron utilizados por Weidmann
(2015) en la zona de Vinchina ayudando a corroborar las hipétesis propuestas en su
trabajo.

Este método presenta dificultades en regiones donde la hipoétesis de magnetiza-
cién aleatoria no es valida. Para sortear esto se podria implementar modelos similares
proponiendo otro tipo de estadisticas a las magnetizaciones de la loza y con ellos
intentar ajustar la curva tedrica de la misma forma que proponemos en nuestro
método.

Para el segundo conseguimos implementar la obtencion del Espesor Elastico de
la Corteza Terrestre a través del ajuste entre las cargas topograficas y un Moho que
se obtiene por inversion de las Anomalias de Bouguer. Este es realizado mediante
la utilizacién de ventanas interactivas que permiten calcular el Espesor Eldstico que
mejor ajusta a cada una de ellas, permitiendo asi obtener una distribucion de valores
de T, en toda nuestra zona de estudio. A partir de ella, determinamos un Moho que
llamamos Flexural, haciendo uso del algoritmo de Garcia et al. (2014), que sirve
para contrastar nuestros resultados.

Al igual que el anterior, corroboramos su funcionamiento a través de un modelo
sintético y luego lo aplicamos en la cuenca Neuquina, donde hallamos un buen
funcionamiento del mismo, a excepcién de una zona donde interpretamos la presencia
de una intrusion mas densa que podria tratarse de la dorsal de Huincul.

En este tltimo método encontramos que la inversién de las anomalias de Bouguer
introduce un factor de subjetividad y ambigiiedad en los resultados, ya que para
lograrlo es necesario ajustar valores de frecuencias de corte para los filtros pasabajos
que se necesitan aplicar. Calmant (1987) y Braitenberg et al. (2002) hacen mencién
a un método que evade este obstaculo, y seria interesante implementarlo a futuro.
Este consiste, en rasgos generales, en calcular varios Mohos de prueba a partir de
la carga topografica, uno por cada valor de Espesor Elastico; y luego tomar el valor
o6ptimo de T, para esa ventana aquel cuya raiz produce una anomalia que ajusta a
la de Bouguer.

Los codigos fuentes del software desarrollado a lo largo de este trabajo pueden
descargarse de https://github.com/santis19/tesina-fisica.
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