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CARACTERIZACION DEL ESTUDIANTE DEL NIVEL MEDIO SUPERIOR

El ingreso al nivel medio superior ocurre en un momento crucial de la vida del
estudiante, es el periodo de transito de la adolescencia hacia la juventud.

Es conocido que los limites entre los periodos evolutivos no son absolutos y estan
sujetos a variaciones de caracter individual, de manera que el profesor puede encontrar
en un mismo grupo escolar, estudiantes que ya manifiestan rasgos propios de la
juventud, mientras que otros mantienen todavia un comportamiento tipico del
adolescente.

Esta diversidad de rasgos se observa con mas frecuencia en los grupos de décimo
grado y de primer afio de la ETP, pues en los alumnos de afios posteriores comienzan a
revelarse mayoritariamente las caracteristicas de la edad juvenil. Es por esta razén que
se centra la atencién en algunas caracteristicas de la etapa juvenil, cuyo conocimiento
resulta de gran importancia para los profesores de este nivel.

Muchos consideran el inicio de la juventud como el segundo nacimiento del hombre;
entre otras cosas, ello se debe a que en esta época se alcanza la madurez relativa de
ciertas formaciones y algunas caracteristicas psicologicas de la personalidad.

En lo que respecta al desarrollo fisico, es necesario sefialar que, en la juventud, el
crecimiento longitudinal del cuerpo es mas lento que en la adolescencia; aunque
comunmente entre los 16 y 18 afios ya los jovenes han alcanzado una estatura muy
proxima a la definitiva. También, en esta etapa es significativo el desarrollo sexual de
los jovenes; los varones, quienes respecto a sus compafieras habian quedado
rezagados en este desarrollo, ahora lo completan.

En la juventud se continda y amplia el desarrollo que en la esfera intelectual ha
tenido lugar en etapas anteriores. Asi, desde el punto de vista de su actividad
intelectual, los estudiantes del nivel medio superior estan potencialmente capacitados
para realizar tareas que requieren una alta dosis de trabajo mental, de razonamiento,
iniciativa, independencia cognoscitiva y creatividad. Estas posibilidades se manifiestan
tanto respecto a la actividad de aprendizaje en el aula, como en las diversas situaciones
gue surgen en la vida cotidiana del joven.

Resulta necesario precisar que el desarrollo de las posibilidades intelectuales de los
joévenes no ocurre de forma espontanea y automatica, sino siempre bajo el efecto de la
educacion y la ensefianza recibida, tanto en la escuela como fuera de ella.

En relacién con lo anterior, la investigacion dirigida a establecer las regularidades
psicolégicas de los escolares cubanos!, en especial de la esfera clasicamente
considerada como intelectual, ha revelado que en el desempefio intelectual, los
alumnos del nivel medio superior alcanzan indices superiores a los del estudiantado de
niveles anteriores, lo que no significa, desde luego, que ya en el nivel medio superior los
alumnos no presentan dificultades ante tareas de caracter intelectual, pues durante la
investigacién se pudo constatar la existencia de estudiantes que no resuelven de un
modo correcto los problemas légicos, en situaciones que exigen la aplicacion de
procedimientos racionales y el control consciente de su actividad. No obstante, fue
posible establecer que cuando la ensefianza se organiza de forma correcta, esos
alumnos pueden superar muy rapido sus deficiencias, gracias a las reservas
intelectuales que han desarrollado.

! Tomado de la investigacion comenzada en el quinquenio 1985-1990 por el Departamento de Psicologia
Pedagdgica, del Instituto Central de Ciencias Pedagdgicas (ICCP).



En el nivel medio superior, como en los niveles precedentes, resulta importante el
lugar que se le otorga al alumno en la ensefianza. Debe tenerse presente que, por su
grado de desarrollo, los alumnos de la Educacion Media Superior pueden participar de
forma mucho mas activa y consciente en este proceso, lo que incluye la realizacion mas
cabal de las funciones de autoaprendizaje y autoeducacién. Cuando esto no se toma en
consideracion para dirigir el proceso de ensefianza, el papel del estudiante se reduce a
asimilar pasivamente, el estudio pierde todo interés para el joven y se convierte en una
tarea no grata para él. Gozan de particular respeto aquellas materias en que los
profesores demandan esfuerzos mentales, imaginacion, inventiva y crean condiciones
para que el alumno participe de modo activo.

El estudio solo se convierte en una necesidad vital y, al mismo tiempo, es un placer
cuando el joven desarrolla, en el proceso de obtencion del conocimiento, la iniciativa y
la actividad cognoscitiva independiente.

En estas edades es muy caracteristico el predominio de la tendencia a realizar
apreciaciones sobre todas las cosas, apreciacion que responde a un sistema y enfoque
de tipo polémico, que los alumnos han ido conformando, asi como la defensa pasional
de todos sus puntos de vista.

Las caracteristicas de los jovenes deben ser tomadas en consideracion por el
profesor en todo momento. A veces se olvidan estas peculiaridades de los estudiantes
del nivel medio superior y se tiende a mostrarles todas las “verdades de la ciencia”, a
exigirles el cumplimiento formal de patrones de conducta determinados; entonces, los
jovenes pueden perder el interés y la confianza en los adultos, pues necesitan decidir
por si mismos.

En la etapa juvenil se alcanza una mayor estabilidad de los motivos, intereses,
puntos de vista propios, de manera tal que los alumnos se van haciendo mas
conscientes de su propia experiencia y de la de quienes lo rodean; tiene lugar asi la
formacién de convicciones morales que el joven experimenta como algo personal y que
entran a formar parte de su concepcion moral del mundo.

Las convicciones y puntos de vista, empiezan a determinar la conducta y actividad
del joven en el medio social donde se desenvuelve, lo cual le permite ser menos
dependiente de las circunstancias que lo rodean, ser capaz de enjuiciar criticamente las
condiciones de vida que influyen sobre él y participar en la transformacién activa de la
sociedad en que vive.

El joven, con un horizonte intelectual mas amplio y con un mayor grado de madurez
que el nifio y el adolescente, puede lograr una imagen mas elaborada del modelo, del
ideal al cual se aspira, lo que conduce en esta edad, al analisis y la valoracion de las
cualidades que distinguen ese modelo adoptado.

En tal sentido, es necesario que el trabajo de los profesores, tienda no solo a lograr
un desarrollo cognoscitivo, sino a propiciar vivencias profundamente sentidas por los
jovenes, capaces de regular su conducta en funcion de la necesidad de actuar de
acuerdo con sus convicciones. El papel de los educadores como orientadores del joven,
tanto a través de su propia conducta, como en la direccion de los ideales y las
aspiraciones que el individuo se plantea, es una de las cuestiones principales a tener en
consideracion.

De gran importancia para que los educadores (familiares y profesores) puedan
ejercer una influencia positiva sobre los jovenes, es el hecho de que mantengan un
buen nivel de comunicacion con ellos, que los escuchen, los atiendan y no les
impongan criterios 0 den solamente consejos generales, sino que sean capaces de
intercambiar con ellos ideas y opiniones.



Resulta importante, para que el maestro tenga una representaciéon mas objetiva de
como son sus alumnos, para que pueda aumentar el nivel de interaccion con ellos y, al
mismo tiempo, ejercer la mejor influencia formadora en las diferentes vertientes que los
requieran, que siempre esté consciente del contexto histérico en el que viven sus
alumnos.

La funcién de los educadores es exitosa sobre todo cuando poseen un profundo
conocimiento de sus alumnos. En el caso especifico de la comunicacion 6ptima con los
estudiantes, es fundamental el conocimiento acerca de sus preferencias comunicativas,
de los temas que ocupan el centro de sus intereses y constituyen el objeto de las
relaciones de los alumnos entre si, y con otras personas.

En investigaciones especialmente disefiadas para conocer las preferencias
comunicativas de los jovenes y encaminadas a profundizar en las regularidades
psicolégicas de los escolares cubanos, se puso de manifiesto que en la actualidad los
temas de conversacion mas frecuentes entre los alumnos del nivel medio superior estan
relacionados con el amor y el sexo, el tiempo libre y la recreacion, los estudios y su
proyeccion futura.

En particular, la eleccién de la profesidon representa una cuestion muy importante
para el desenvolvimiento y las aspiraciones futuras del joven. Esta seleccion se
convierte en el centro psicoldgico de la situacion social, del desarrollo del individuo,
pues es un acto de autodeterminacion que presupone tomar una decision y actuar en
concordancia con algo lejano, lo que requiere cierto nivel de madurez.

El joven siente una fuerte necesidad de encontrar su lugar en la vida, con lo cual se
incrementa su participacion en la actividad socialmente util (estudio, deporte, trabajo,
politico-organizativa, cultural), en la que se mantiene gran valor para él la comunicacion
con su grupo de coetaneos, las relaciones con sus compafieros, la aceptacion y el
bienestar emocional que logre obtener.

No obstante, la importancia de la opinion del grupo, el joven busca
fundamentalmente, en esta comunicacidon con sus iguales, la relacién personal, intima,
de amistad, con compafieros hacia los que siente confianza, y a los que le unen
afinidad de intereses y criterios sobre diferentes aspectos. Por esto surgen subgrupos,
parejas de amigos y también, sobre esta base, relaciones amorosas con un caracter
mas estable que las surgidas en la adolescencia.

De gran importancia son, entre las relaciones con los compafieros y amigos, las
relaciones amorosas. En este tipo de relacién se materializan los ideales sobre la pareja
y el amor, asi como las opiniones y experiencias que hayan logrado acerca de las
relaciones sexuales, el matrimonio y las responsabilidades que esto trae para ambos
Sexos.

En este sentido, la influencia de los educadores puede resultar muy importante y se
logra promoviendo conversaciones y discusiones, aconsejando con tacto y vision de
futuro cuando se presentan conflictos y dificultades. Es preciso partir de la relacién
afectiva en que se encuentran los alumnos en estos momentos, llegar a ellos y
comprenderlos, para poder entonces orientarlos y encauzarlos sin que se sientan
censurados y criticados, lo que implicara un alejamiento del adulto.

Esto es particularmente importante al abordar temas como el del alcoholismo, el
tabaquismo, las drogas, la promiscuidad y la prostitucion. En este sentido, es
conveniente aprovechar el debate que se provoque a raiz de la discusion de materiales,
como por ejemplo, los de naturaleza audiovisual que hoy estan a nuestra disposicion,
para compartir vivencias y elaborar valoraciones personales sobre estos problemas.



Especial atencion requieren los casos de parejas que surgen en la misma aula, ya
que la posicion de estos alumnos es delicada. Cualquier sefialamiento debe hacerse
con sumo cuidado por cuanto les afecta mas por estar presente el otro miembro de su
pareja. Hay factores sociales ligados a esta problematica que deben ser analizados con
los jovenes, de manera tal que le propicie la imagen de lo mas adecuado para su edad
(la no interrupcion de sus estudios, la participacion de ambos sexos en tareas y
responsabilidades), no les reste, sino por el contrario, enfatice su capacidad para
disfrutar del ensuefio y valor espiritual de esta relacion.

Analizando las relaciones interpersonales entre los alumnos y la fundamentacién que
hacen de por qué aceptan o rechazan a sus comparfieros, encontramos que ellos se
prefieren por la vinculacion personal que logren entre si, como resultado de la
aceptacion y la amistad que establezcan con un destacado caracter reciproco: “confian
en miy yo en ellos”, “nos ayudamos”.

Se destaca también el valor de las relaciones en el grupo en virtud de determinadas
cualidades de la personalidad como: exigencia, combatividad, sinceridad, justeza.
Aparecen en estas edades expresiones que encierran valoraciones de caracter
humanista como: “lo prefiero por su actitud ante la vida, por su forma de pensar”.

Al igual que en la adolescencia, el contacto con los demas refuerza su necesidad de
autorreflexion, de conocerse, valorarse y dirigir, en cierta medida, su propia
personalidad. Es importante que, en este analisis, el joven alcance cierto grado de
autoestimacion, de aceptaciéon de su personalidad, a lo cual pueden contribuir los
adultos, padres y profesores, las organizaciones estudiantiles en sus relaciones con él
y, sobre todo, en las valoraciones que hacen de él. El joven necesita ayuda,
comprension, pero también busca autonomia, decision propia y debe permitirsele que lo
haga.

El joven encuentra una forma de manifestarse y de canalizar sus preocupaciones a
través de las organizaciones estudiantiles. Solo a partir de su toma de conciencia en
relacion con las dificultades existentes en el proceso docente - educativo y de su
participacion activa en la toma de decisiones, es posible lograr las transformaciones
gue se aspiran en este nivel de ensefianza. Un objetivo esencial sera lograr la auto
direccion por parte de los propios jovenes, en lo cual desempefiara una funcién esencial
la emulacion estudiantil.

Todo esto exige del educador plena conciencia de su labor orientadora y la
necesidad de lograr buenas relaciones con el joven, basadas en el respeto mutuo,
teniendo en cuenta que este es ya un individuo cercano al adulto con criterios
relativamente definidos.

En todo este proceso el adolescente y el joven, necesitan una adecuada direccion.
Corresponde a los adultos que los rodean ofrecer todo eso en forma conveniente, para
qgue redunde en beneficio de su personalidad en formacién y con ello se logre uno de
los objetivos centrales de la educacién socialista: la formacion comunista de las nuevas
generaciones.



MATEMATICA
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CARACTERIZACION DE LA ASIGNATURA MATEMATICA EN LA EDUCACION
PREUNIVERSITARIA

La Educacion Preuniversitaria, como ultima fase del subsistema de Educacion
General, tiene como mision elevar la calidad del proceso de ensefianza— aprendizaje
dirigido a lograr una cultura general integral de los estudiantes, y contribuir a su
preparacion para enfrentar exitosamente los estudios del nivel superior o dotarlos de
Optimas posibilidades para desenvolverse satisfactoriamente en otros estudios, asi
como en la actividad laboral.

La enseflanza de la Matematica en el preuniversitario pretende lograr que los
estudiantes comprendan la funcion de la actividad cientifico—técnica contemporanea en
la sociedad actual, a partir de la resolucion y formulacion de problemas que requieran
de conocimientos y el desarrollo de habilidades, héabitos, cualidades, convicciones y
actitudes, relativos al trabajo con la matematica elemental.

Se requiere entonces de un egresado con conocimientos profundos de las distintas

ciencias, con pleno desarrollo de sus capacidades, habitos y habilidades para alcanzar
la independencia en la actividad cognoscitiva, lo que contribuira a que los
conocimientos que obtengan a lo largo de la vida sean mas sélidos y profundos.
Este egresado debe poder exponer sus argumentos de forma coherente y convincente
a partir del dominio de la simbologia y terminologia matematicas y de un adiestramiento
l6gico — lingliistico como premisa para su mejor desenvolvimiento en todos los ambitos
de su actividad futura.

Esto le debe permitir procesar datos, estimar y determinar cantidades y cantidades
de magnitud que se requieren para resolver una problematica determinada, representar
situaciones propias de diferentes contextos mediante modelos analiticos o graficos,
extraer conclusiones a partir de esos modelos y realizar demostraciones o refutaciones
de proposiciones matematicas utilizando los recursos matematicos y de las tecnologias
de la informatica y la comunicacion que le permitan apropiarse de métodos y
procedimientos de trabajo de las ciencias.

La preparacion y motivacion adquirida en la asignatura y la orientacion profesional
recibida deben propiciar que en su eleccidén de una carrera universitaria pueda conjugar
sus intereses individuales con los sociales al atender a las necesidades vitales para el
desarrollo del pais.

El programa de la asignatura Matematica logra una concepcion unitaria a partir de
las lineas directrices, principios sobre los que se sustenta el analisis de la seleccion y
ordenamiento de la materia de las unidades en los programas de los diferentes grados
del nivel. Sin embargo, para cumplir la misién de la asignatura se requiere de un cambio
en el orden de la direccion del proceso de ensefianza-aprendizaje y en el enfoque
metodoldgico general de la asignatura que asuma lo resultados de las investigaciones
cientificas y experiencias de avanzada en el campo de las Ciencias de la Educacion y
de la Didactica de la Matematica.

Para orientar dicha articulacion en la direccion del proceso de ensefianza-
aprendizaje del contenido de la asignatura y las transformaciones en el enfoque
metodoldgico se han precisado los lineamientos de trabajo en las educaciones que se
deben implementar desde cada actividad de trabajo metodolégico, para que el proceso
de ensefanza -aprendizaje de la Matematica alcance la calidad requerida.

1. Contribuir a la educacion politico — ideoldgica, econdmico — laboral, cientifico —
ambiental y estética de los alumnos, mostrando como esta permite la obtencion y
aplicacion de conocimientos a la vida, la ciencia, la técnica y el arte, posibilita



comprender y transformar el mundo, y ayuda a desarrollar valores y actitudes acordes

con los principios de nuestra Revolucion.

Se garantiza desde la preparacion de la asignatura a partir de la determinacién de
las categorias didacticas de la clase y las tareas que favorecen el desarrollo de
cualidades, convicciones, puntos de vista y actitudes positivas.

a) Enrelacion con la determinacion de los objetivos y contenidos:

e Se requiere valorar situaciones de la vida, la ciencia, la técnica y el arte que desde el
punto de vista educativo se pueden introducir, en correspondencia con su aplicacion
en los contenidos, al planificar la unidad, el sistema de clases y la clase.

e En la seleccién y disefio de las tareas se requiere incluir algunas que exijan la
formulacion y resolucibn de problemas que permitan hacer inferencias sobre
situaciones de la realidad de caracter politico-social, econémico-laboral, cientifico-
ambiental o estético y que demuestren la utilidad del contenido matematico que se
estudia.

b) En relacién con la determinacion de los métodos, procedimientos, medios y

formas de organizacién y evaluacion:

e Es necesario prever la implicacion de los estudiantes en la busqueda de informacién
en diferentes fuentes, que requieran la interpretacion de tablas, graficos y
expresiones linguisticas en que intervienen los conceptos y relaciones matematicos
gue se estudian.

e EXigir en la realizacién de las tareas y su evaluacion la argumentacion como via para
llegar a encontrar las razones del “por qué” o “la causa de” o “el para qué ocurre”, lo
que permite interiorizar la utilidad del contenido que se aprende y la importancia de
una cultura matematica. Para lograrlo, los estudiantes tienen que ampliar,
profundizar aplicando los conocimientos; buscar, comparar, integrar y expresar las
ideas, que sustentan la veracidad o conformidad o falsedad de un juicio sobre un
hecho, objeto, fendmeno o proceso; establecer relaciones y tomar posiciones, lo que
contribuye a la formacién de convicciones.

e Propiciar el establecimiento de relaciones de ayuda mutua entre los estudiantes.
Potenciar, el desarrollo de valores como la responsabilidad, la laboriosidad y la
honestidad a través del desarrollo de las tareas y el desarrollo de actitudes como la
curiosidad cientifica, el espiritu critico y autocritico, entre otras.

e Promover el interés por la asignatura a través de trabajos investigativo y trabajos
practicos, exposiciones de aspectos histéricos y del desarrollo de la Matematica,
concursos de conocimientos, festivales de clases, la utilizacion de asistentes
matematicos, la celebracion de conferencias y conversatorios con profesores y
especialistas, la participaciéon en el “Concurso por la cultura matematica”, entre otras
actividades.

e Al promover la actividad con el movimiento de monitores y las sociedades cientificas
de Matematica, como las que se sugieren comentar aspectos de la historia y la
cultura de la matematica, ubicando hechos y personalidades en su contexto
geografico, politico, social y cultural, el debate de peliculas y documentales.

e Utilizar estos espacios como recurso para fortalecer la orientacion profesional y con
ello, la percepciéon de la utilidad social de la matemética, de su ensefianza y de la
actividad de los cientificos para el desarrollo econdmico, politico y social del pais.

2.Plantear el estudio de los nuevos contenidos matematicos en funcion de resolver

nuevas clases de problemas, de modo que la resolucion de problemas no sea sélo un



medio para fijar, sino también para adquirir nuevos conocimientos, sobre la base de un
concepto amplio de problema.

El eje central del trabajo con los contenidos de la asignatura lo constituye la
formulacién y resoluciéon de problemas, pero de manera tal que ellos no sirvan solo
para la fijacién (repaso, ejercitacion, sistematizacion, profundizacién y aplicacion) del
saber y el poder matematico, sino también para adquirir nuevos conocimientos.

Es importante considerar la forma en que se estructuran los contenidos, pues estos
se reactivan mejor en funcién de la resolucién de problemas si estan bien estructurados
y si la persona tiene un vinculo motivacional - afectivo con ellos. En este sentido hay
que tener en cuenta que hay ciertas habilidades intelectuales y matematicas que se
llevan de frente en todas las unidades tematicas y determinan ciertas clases de
problemas que se deben tomar en consideracion en todas ellas, pues lo Unico que varia
en cada una son los recursos matematicos que se emplean para resolverlos.

Sobre esta base se puede presentar a los estudiantes, al inicio de cada subunidad

tematica, un sistema de problemas, pertenecientes a estas clases de problemas, que
resulten significativos para ellos y les permita revelar sus conocimientos e ideas previas
y tener una percepcién global del nuevo contenido. Tras esta presentacion inicial, los
estudiantes, orientados por el profesor, podran apropiarse de los nuevos conceptos,
relaciones y procedimientos en la medida que busquen la solucién a estos problemas.
3. Potenciar el desarrollo de los alumnos hacia niveles superiores de desempefio
cognitivo, a traves de la realizacién de tareas cada vez méas complejas, de caracter
interdisciplinario, y el transito progresivo de la dependencia a la independencia 'y la
creatividad.

Para potenciar el desarrollo de los estudiantes y el transito de la dependencia a la
independencia cognoscitiva y la creatividad se requiere gque incluso aquellos
estudiantes que tengan mas dificultades realicen ejercicios variados, sin descartar que
puedan desarrollar modelaciones y argumentaciones. Por ejemplo, si se quiere que los
estudiantes sean capaces de asimilar un procedimiento, no se puede hacer al margen
de que comprendan sus significados a partir de los conceptos a asociados, las
propiedades y relacionan que los caracterizan, su relacion con otras areas Matematicas,
de manera que puedan accionar en una variedad de situaciones en que tengan que
modelar, argumentar, pasar de una forma de representacién a otra de los niumeros y
comunicar sus resultados.

Por este motivo se recomienda integrar a los sistemas de clases tareas que
respondan a los diferentes niveles de desempefio de los estudiantes, tomados de los
libros de texto, orientaciones metodolégicas, cuadernos, folletos, teleclases, el software
educativo y el portal CUBAEDUCA, y otros materiales y libros que se pueden
aprovechar para el trabajo con los estudiantes mas aventajados.

Los centros provinciales de entrenamiento deben desempefar una funcion

importante en la preparacion para los concursos de Matematica en la Educacién
Preuniversitaria y el resto de las educaciones con el apoyo de los miembros de la
Sociedad Cubana de Matematica y Computacién y exconcursantes de Olimpiadas
Internacionales y miembros de la preselecciéon nacional y provincial, quienes ademas
pueden brindar sesiones de entrenamiento a nivel de varios municipios cercanos.
4. Propiciar la reflexion, el analisis de los significados y formas de representacion de los
contenidos, el establecimiento de sus relaciones mutuas y la valoracion de qué métodos
de resolucion son adecuados y la busqueda de los mejores, dando posibilidades para
gue los estudiantes elaboren y expliquen sus propios procedimientos.




El desarrollo de la comprension matematica tiene que ver con la posibilidad de
establecer relaciones entre los contenidos matematicos y sus significados, con la
utilizacion y construccién de representaciones y con la capacidad de transferir sus
conocimientos ante una situacion desconocida. Por eso se debe asegurar la
comprension matematica de los estudiantes tanto a través de las tareas que se
propongan como de la forma de desarrollarlas, por cuanto la comprension emerge de
las acciones que realizan los estudiantes en el proceso de resolucién de tareas.

Las tareas deben poner al descubierto las ideas previas de los estudiantes, o dicho
con otras palabras, lo que traen los estudiantes a la situacion de aprendizaje y ademas
deben ser variadas.

Por otra parte, se deben aprovechar las potencialidades de los métodos para
promover un nivel de asimilacidon productivo de los conocimientos, para que los
estudiantes se interesen por la resolucion de problemas y aprendan a razonar. Es
importante que se evidencie como hacer consciente en el estudiante el empleo de los
recursos de busqueda empleados (procedimientos heuristicos) para que se apropien de
ellos conscientemente. La utilizacién de impulsos adecuados de la mayor generalidad
posible, atendiendo al principio de los impulsos descendentes, ayuda a que los
estudiantes sean capaces de resolver las tareas por si mismos.

Es necesario propiciar que los estudiantes expresen sus ideas haciendo un uso

adecuado de la lengua materna y la terminologia y simbologia matematicas para
evaluar posibles vias de solucion, recursos que han sido utiles, errores mas frecuentes
y Sus causas, entre otros elementos.
Se debe atender también a los estilos de aprendizaje de los estudiantes (si son activos
0 pasivos, si prefieren estudiar solos o con otros, si son analiticos o0 practicos,
planificados, o poco planificados, rdpidos o lentos en el desarrollo de las actividades,
interesados 0 no en aplicar los contenidos, si son espontaneos o reflexivos, metddicos o
desordenados, decididos o poco decididos, entre otros aspectos).

Debe favorecerse que los estudiantes autocontrolen y regulen su trabajo, a través
de la estimacion, la busqueda de contraejemplos, el analisis de casos particulares, la
realizacion de un gréfico, la repeticidbn de las acciones realizadas en sentido inverso,
entre otras posibilidades.

Se requiere la autovaloracion de lo realizado, que se evallen las diferentes vias de
solucién y se determinen las mas adecuadas, que el estudiante sea consciente de qué
aprendié, cémo lo logré, qué barreras encontrd, como las vencido, por qué se le
presentaron estas, cOmo podia evitarlas, qué le agradd de lo que hizo o qué no le
gustd, entre otras valoraciones.

5. Sistematizar continuamente conocimientos, habilidades y modos de la actividad
mental, tratando ademas que se integre el saber de los estudiantes procedente de
distintas areas de la Matematica e incluso de otras asignaturas.

La exigencia de sistematizar los contenidos dentro de cada unidad, grado y nivel
implica establecer nexos y relaciones de precedencia y consecuencia entre los
contenidos estudiados para ordenarlos y estructurarlos, comprender conscientemente
las analogias y diferencias, diferenciar lo esencial de lo no esencial, interiorizar como al
variar ciertas condiciones se tienen casos particulares de objetos y procesos conocidos
y apreciar las ventajas de resolver una tarea por una u otra via.

La integracion de las diferentes areas matematicas, tanto en el tratamiento del nuevo
contenido como en el proceso de fijacion, posibilita que los estudiantes concienticen las
relaciones entre ellas y las formas de pensar y proceder que les son inherentes.
Ademas posibilita el repaso inmanente de los contenidos.



En consecuencia, a los efectos de lograr la integracion y sistematizacion de los
contenidos se requiere del entrelazamiento de las lineas directrices (dominios
numéricos; magnitudes; trabajo con variables, ecuaciones, inecuaciones y sistemas;
funciones; geometria; pensamiento combinatorio y probabilistico y tratamiento de
datos/estadistica) y del poder, tanto de carécter general, como formular y resolver
problemas, como de caracter especifico, como argumentar matematicamente, modelar,
comunicarse empleando la terminologia y simbologia matematica o utilizar recursos y
técnicas para la racionalizacion del trabajo mental y practico.

Es conveniente que los estudiantes elaboren resimenes y tablas estableciendo
relaciones de subordinacién y diferenciacion entre conceptos o especificando los
procedimientos que se pueden utilizar para resolver ciertas clases de tareas. También
se puede recomendar que los estudiantes redacten informes sobre las definiciones de
un concepto o pasos de un procedimiento y expliquen como se aplican en diferentes
contextos.

6. Realizar el diagndstico sistematico de los conocimientos, habilidades, modos de la

actividad mental, y de las formas de sentir y actuar de los alumnos, valorando en cada

caso cudles son las potencialidades y las causas de las dificultades de estos, de modo
gue se propicien acciones de autocontrol y autovaloracion y se obtengan aprendizajes
de los errores.

En relacidon con el seguimiento del diagndstico a veces se exige a los estudiantes
con dificultades que realicen tareas de un mismo tipo, de caracter rutinario, que no
siempre propician su desarrollo, y se pretende que asimilen los contenidos sobre la
base de la explicacion reiterada del profesor. Sin embargo, es mejor:

e Proponer tareas variadas a todos los estudiantes de acuerdo con su grado de
desarrollo, teniendo en cuenta que las habilidades y capacidades cognitivas se
desarrollan intimamente relacionadas.

e Analizar previo a la clase como puede desarrollarse el proceso de orientacion a partir
de las exigencias de la tarea y el desarrollo de los estudiantes.

e Trabajar en la comprension de los enunciados, al adiestrar a los estudiantes en la
reformulacion y critica de enunciados y en la formulacion de preguntas a partir de un
enunciado dado.

e Lograr que los estudiantes superen sus dificultades a través de sus propias acciones,
al provocar contradicciones que les hagan comprender la inconsistencia de estas en
un clima de confianza, de sanas expectativas, en que se estimule el esfuerzo, el
autocontrol y la autovaloracion.

e Organizar el aprendizaje individual y cooperado, diferenciar los momentos de
evaluacion de los que no lo son, observar a los estudiantes en todas las actividades,
revisar sus libretas y cuadernos, realizar repasos y consultas, entrevistar a los
estudiantes y a las personas de su entorno familiar y escolar para profundizar no
s6lo en lo que saben o no, sino también en sus intereses, su estilo motivacional, su
disposicion hacia el aprendizaje, la forma en que aprenden, su ritmo de aprendizaje,
las relaciones con el medio familiar, social y natural y las orientaciones valorativas a
las que se subordinan sus actitudes y conductas.

e EXxigir que en las libretas se escriban las explicaciones que dan otros estudiantes o el
profesor en la pizarra, que se explique el por qué de un posible error o se tome nota
de aquello en lo que se debe tener cuidado para no equivocarse en proximas
ocasiones.



e Asumir que en el enunciado de cada ejercicio de Matematica, aunque no se declare,
esta implicita la exigencia de argumentar y desarrollar habilidades en la
comunicacion matematica de los estudiantes.

e Utilizar formas de control y autocontrol dirigidas tanto al proceso de resolucion de las
tareas como sus resultados. Controlar solamente si son correctos o no los
resultados, sin conocer como los estudiantes proceden para encontrarlos, es una de
las debilidades en la direccibn del proceso de aprendizaje que conduce a la
consolidacion de concepciones, metaforas o creencias erroneas sobre el contenido
de ensefianza.

e Trabajar en funcion del Programa Director de Matematica, al propiciar que las
distintas disciplinas asuman su responsabilidad en el logro de aquellos objetivos que
se pueden potenciar dentro de cada una de ellas, atendiendo al diagnostico de los
estudiantes.

7. Planificar, orientar y controlar el trabajo independiente de forma sistémica, variada y

diferenciada, que les permita desarrollar habilidades para la lectura, la busqueda de

informacion, la interpretacion de diversas fuentes, el trabajo cooperado y la
argumentacion y comunicacion de sus ideas, en un adecuado clima afectivo donde
haya margen para el error.

La planificacidn, orientacion y control del trabajo independiente de forma sistémica,
variada y diferenciada debe estimular el desarrollo de los estudiantes, de modo que se
planteen metas y objetivos de aprendizaje y se estimule la autorregulacion de su
actividad.

e Las tareas para el trabajo independiente a desarrollar en las clases y en la actividad
extraclase, tienen que ser suficientes, variadas y diferenciadas, en tanto consideran
las clases de problemas previamente determinadas, los diferentes niveles de
desarrollo de los estudiantes, los aspectos de orden educativo que interesa
considerar y el tiempo (a corto, mediano y largo plazo ) que van a tener los
estudiantes para realizar las tareas, entre otros aspectos.

e La variedad de las tareas debe atender a los posibles significados, las relaciones
implicadas, su forma de representacion, su estructura logica y su contexto intra- o
extramatematico. Deben propiciar que los estudiantes desarrollen su capacidad para
formular y resolver problemas y ademas, se capaciten para:

— Argumentar matematicamente (explicar el proceso seguido en la resolucion de un
ejercicio, fundamentar una respuesta, reconocer relaciones, formular una conjetura,
dar razones sobre su validez, demostrar un teorema, evaluar un razonamiento)

— Modelar (precisar una situacion, elaborar o interpretar un modelo, realizar, validar y
evaluar el modelo).

— Utilizar diversas representaciones de objetos matematicos (poder trabajar con
representaciones de objetos matematicos y transferir de una forma a otra de
representacion, digamos de la gréafica a la numérica, simbdlica, verbal u otra).

— Operar con conceptos (identificar, ejemplificar, clasificar, definir, limitar o
generalizar conceptos).

— Comunicarse utilizando la terminologia y simbologia matematica (expresar de forma
oral o escrita o visual ideas, comprender y evaluar textos 0 expresiones
matematicas, lo que incluye comprender criticas y someter a critica las ideas de
otros).

— Utilizar recursos y técnicas para la racionalizacion del trabajo mental (utilizar con
sentido tablas, calculadoras, asistentes matematicos y otros medios heuristicos;



aplicar conscientemente procedimientos heuristicos y seleccionar, utilizar, modificar
y crear algoritmos).

8. Proyectar la evaluacion en correspondencia con los objetivos del nivel, el grado y las
unidades y como proceso continuo que promueva la discusion de alternativas y
procedimientos para la solucion de tareas docentes, con el empleo de la critica y la
autocritica como método habitual para la evaluacion de los compafieros y la propia
auto-evaluacion.

La evaluacion, como proceso continuo que debe cumplir variadas funciones, debe
contribuir a que los estudiantes perciban su utilidad y se estimulen a continuar
esforzandose, no para aprobar o sacar buenas notas, sino para aprender. Para esto es
importante:

e Evaluar no solo el estado actual, sino las potencialidades de los educandos, lo cual
requiere que la evaluacion sobrepase el nivel reproductivo; atender a la integralidad
de lo que debe ser evaluado (no solo lo cognitivo) y a la diversidad de los
estudiantes, utilizando variadas formas de evaluacion.

e Orientar a los estudiantes acerca de los objetivos de la evaluacién, como se deben
preparar, cOmo y cuando se van a evaluar, qué criterios, pardmetros e indicadores se
van a utilizar. Esto fortalece la autoconciencia del alumno, que se reconoce sujeto de
su aprendizaje y sienta las bases para la autoevaluacién y coevaluacion.

e Comunicar y orientar los resultados de la evaluacion dentro de los marcos de la ética
y el respeto mutuo a los estudiantes y demas agentes educativos, profundizando en
las posibles causas de las dificultades, para que puedan incidir favorablemente en el
mejoramiento de su actividad de estudio.

e Propiciar el intercambio de criterios, la autoevaluacion, y la coevaluacién, a partir de
la autovaloracién sistemética del trabajo realizado y el ejercicio de la critica y la
autocritica.

e Velar por la calidad y el caracter sistematico del control, de manera de poder
garantizar la retroalimentacion continua de los avances de los estudiantes, asi como
del disefio y la marcha del proceso, para inferir, en particular, la forma en que surten
efecto las estrategias pedagodgicas del profesor.

9. Utilizar las tecnologias, incluidas las de la informatica y la comunicacion, con el

objetivo de adquirir conocimientos y racionalizar el trabajo de calculo, pero también con

fines heuristicos.

Para la preparacion, autopreparacion del docente y elaboracién de las clases, se
deben utilizar sobre todo los libros de texto, tanto para la elaboracion como para la
fijacion del contenido. También se deben aprovechar otros medios a disposicion de los
estudiantes, como los juegos con instrumentos de trazado, sin contar los que se puedan
elaborar por el propio maestro o profesor como por sus estudiantes. Ademas se deben
utilizar las video clases, los videos metodolégicos y las oportunidades del software
educativo de la Coleccion “Futuro”, los asistentes matematicos como GeoGebra y de
CUBAEDUCA. Se recomienda asimismo utilizar el simulador de funciones del software
“Eureka” para el trabajo con funciones y el sistema de aplicacion “Excel” para el trabajo
con la Estadistica.

OBJETIVOS DE LA ASIGNATURA EN EL NIVEL PREUNIVERSITARIO



= Demostrar una concepcién cientifica del mundo y una cultura politico — ideolégica,
juridica, econdmica y tributaria a través del modo en que se argumentan y aplican los
conocimientos matematicos.

= Adoptar decisiones responsables en su vida personal, familiar y social sobre la base
de la comprension de las necesidades vitales del pais, la aplicacion de procesos del
pensamiento, técnicas y estrategias de trabajo y la utilizacion de conceptos,
relaciones y procedimientos de la estadistica descriptiva y las probabilidades, la
aritmética, el algebra, la geometria y la trigonometria.

» Formular y resolver problemas relacionados con el desarrollo politico, econémico y
social local, nacional, regional y mundial y con fendmenos y procesos cientifico-
ambientales, que requieran transferir conocimientos y habilidades aritméticas,
algebraicas, geométricas y trigonométricas, asi como procedimientos de la
estadistica descriptiva y las probabilidades a diferentes contextos y promuevan el
desarrollo de la cultura econémica y tributaria, la imaginacion, de modos de la
actividad mental, de sentimientos y actitudes, que le permitan ser Utiles a la sociedad
y asumir conductas revolucionarias y responsables ante la vida.

» Desarrollar habitos de estudio y técnicas para la adquisicion independiente de
nuevos conocimientos y la racionalizacion del trabajo mental con ayuda de los
recursos de las tecnologias de la informatica y la comunicacion, que le permitan la
superacién permanente y la orientacion en el entorno natural, productivo y social
donde se desenvuelve.

= EXponer sus argumentaciones de forma precisa, coherente, racional y convincente a
partir del dominio de la simbologia y terminologia matematica, como base para su
mejor desenvolvimiento en todos los ambitos de su actividad futura.

OBJETIVOS DE LA ASIGNATURA EN EL GRADO

» Manifestar una concepcion cientifica del mundo una cultura politico — ideolégica,
juridica, econémica vy tributaria a través de la interpretacion del papel jugado por
distintos problemas en determinados momentos histérico — concretos y la
comprension de la funcién de la actividad cientifico — técnica contemporanea en la
sociedad actual.

» Afirmar la orientacidbn vocacional a partir de la motivacion alcanzada en la
asignatura y de la relacién de esta con otras ciencias, sus principales aplicaciones
tecnoldgicas y las implicaciones para la sociedad, atendiendo en su eleccién a las
necesidades vitales para el desarrollo del pais.

» Procesar datos sobre el desarrollo econémico, politico y social en Cuba y en otras
regiones y sobre problemas cientifico-ambientales para valorar la obra del
socialismo y las consecuencias de politicas cientificas y tecnoldgicas, utilizando,
conceptos, relaciones, procedimientos y recursos propios de la estadistica
descriptiva, el trabajo con numeros reales, las ecuaciones, las funciones, la
geometria y la trigonometria.

» Estimar y calcular cantidades, relaciones de proporcionalidad, longitudes, areas y
volumenes, incognitas y parametros para proyectar y ejecutar actividades practicas,
asi como para resolver problemas relacionados con hechos y fendmenos sociales,
cientificos y naturales y economicos, utilizando su saber acerca de los numeros
reales, las magnitudes, las relaciones funcionales, las ecuaciones, la estadistica
descriptiva, la geometria y la trigonometria.

» Representar situaciones de la préctica, la ciencia o la técnica mediante modelos
analiticos y graficos Yy viceversa, extraer conclusiones a partir de esos modelos



acerca de las propiedades y relaciones que se cumplen en el sistema estudiado,
aplicando para ello los conceptos, relaciones y procedimientos relativos al trabajo
con los numeros reales, las variables, las ecuaciones algebraicas, las funciones
racionales, la estadistica descriptiva, la trigopnometria y su aplicacioén a la geometria
planay al calculo de cuerpos.

»Resolver y formular problemas de busqueda y demostracion de proposiciones
matematicas, asi como relacionados con el desarrollo econdmico, politico y social
local, nacional, regional y mundial y con fendmenos y procesos cientifico-
ambientales, econdmicos utilizando los recursos aritméticos, algebraicos,
estadisticos, geométricos y trigopnométricos que le permitan apropiarse de métodos
y procedimientos de trabajo de las ciencias y que promuevan el desarrollo de la
imaginacion, de modos de la actividad mental, de sentimientos y actitudes, que le
permitan ser Utiles a la sociedad y asumir conductas revolucionarias y responsables
ante la vida.

= Utilizar técnicas para un aprendizaje individual y colectivo eficiente y para la
racionalizacion del trabajo mental con ayuda de los recursos de las tecnologias de
la informética y la comunicacién.

» Exponer sus argumentaciones de forma coherente y convincente a partir del

dominio de la simbologia y terminologia matematicas, como premisa para su
mejor desenvolvimiento en todos los ambitos de su actividad futura.

PLAN TEMATICO

Unidad Titulo Horas clases

1 El dominio de los numeros reales 23

5 T.rabajo con variaples, ecuaciones, inecuaciones y 48
sistemas de ecuaciones
Funciones modulares, potenciales y sus inversas 30
Trigonometria y sus aplicaciones a la geometria 55
Estadistica Descriptiva 15
Sistematizacion y Reserva 14
Total 185

Orientaciones Metodoldgicas para el tratamiento de las UNIDADES

En las orientaciones que se ofrecen para cada unidad y unidad tematica aparecen
siempre esquemas que reflejan la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en ellas, resaltando en el recuadro los puntos esenciales y
sobre la linea discontinua, los conocimientos previos.

UNIDAD 1. DOminios numéricos. (25 h/c)

INTRODUCCION
Esta unidad da continuidad al estudio de los dominios numéricos, lo cual se ha
iniciado desde los primeros grados de la ensefianza primaria y continuado en el nivel de



secundaria bésica; ademas, sienta las bases para una nueva ampliacion de los
dominios numeéricos en el grado doce: el dominio de los nimeros complejos.

Es por ello que para su estudio se hacen precisiones sobre los principales conceptos
qgue en ella se introducen, asi como sus definiciones correspondientes, porque muchos
de estos conceptos son conocidos, pero no definidos explicitamente; tal es el caso del
concepto interseccion de conjuntos, por solo citar un ejemplo: A N B={x: xeAy xeB}, lo
cual deberan entender por su representacion simbdlica y por su descripcion: la
interseccion de dos conjuntos es un conjunto determinado por los elementos que estan
simultdneamente en ambos conjuntos. De igual forma se debe proceder con las
restantes operaciones e incluso al estudiarse relaciones como la de inclusion, donde
gueda precisado que A c B significa que si x e A, entonces x €B.

Con la sistematizacion de los dominios numeéricos (IN, Z, Q,,Q), y la profundizacion

en el estudio de los numeros reales, se realizaran precisiones en cuanto al trabajo con
intervalos por constituir estos la base fundamental para la resolucién de inecuaciones y
la determinacion del dominio de funciones que serdn objeto de estudio en el propio
grado y en grados posteriores.

Las operaciones de calculo, juegan un importante papel en la unidad y se
presentaran a partir de la resolucion de problemas de la vida, de caracter politico -
ideolégico, econdmico — social y cientifico — ambiental, donde integren las operaciones
con numeros naturales, fraccionarios, racionales y reales en los que sea necesaria la
conversion de una representacién a otra de estos nimeros y donde se combinen las
diferentes operaciones, el tanto por ciento, el tanto por mil y el trabajo con cantidades
de magnitud.

En esta sistematizacion de las operaciones de calculo con numeros reales se
precisard que las operaciones aditivas y multiplicativas tienen operaciones inversas. En
particular, la adicién y multiplicacion con niameros reales al ser conmutativas garantizan
la existencia de una Unica operacion inversa, siendo ellas la sustraccion y la division. No
obstante la operacion de potenciacion, por su caracter no conmutativo, se tiene que si

aP =c, entonces b® zc con abeR, a>0yb>0,a=b, excepto en el caso muy

particular de a =2 y b = 4, lo que conduce a la existencia de dos operaciones inversas,
la radicacion y la logaritmacion.

Lo esencial es lograr una profundizacién sobre el dominio de los nimeros reales a
partir de la comprension de conceptos, relaciones y propiedades elementales de la
teoria de conjuntos, el desarrollo de habilidades de célculo con niumeros reales y sus
aplicaciones a la resolucion y formulacién de problemas.

En esta unidad se desarrollara una contribucion al desarrollo de la conviccidon
acerca de la potencialidad de los métodos y procedimientos matematicos para
comprender fendmenos y procesos de la realidad, de la conviccién sobre la desigualdad
e inequidad que genera el capitalismo y su incapacidad para garantizar un desarrollo
sustentable y sostenible, de la conviccidn acerca de la necesidad de ser protagonico en
su proceso formativo y solidario con sus compafieros de grupo, a la vez que critico
consigo mismo y para con los demas. De igual se favorecerd desarrollo de una
orientacion positiva hacia el aprendizaje, promocion de rasgos del caracter como ser
reflexivo, flexible, tenaz, laborioso, responsable, preocupado por la calidad del producto
de su actividad, moderado Yy respetuoso en su relaciéon con los otros, cooperativo,
valorativo de su actuacion y la de sus compafieros y otras

Objetivos de la unidad



Los estudiantes deben ser capaces de:

= |dentificar las propiedades fundamentales de las operaciones con numeros reales,
las relaciones de los dominios numéricos y fundamentar sus limitaciones sobre la
base de la teoria de conjuntos, haciendo una adecuada utilizacion de la terminologia
y simbologia matematicas y de la lengua materna.

= Aplicar las operaciones de calculo aritmético y los calculos estimados en distintas
situaciones sobre la base de una comprension mas profunda de los significados de
los numeros y de las operaciones racionales e irracionales, de las leyes para el
calculo de potencias, raices y logaritmos, asi como de los procedimientos que se
emplean para realizarlas, aplicando el Sistema Internacional de unidades y sus
conversiones hacia otras unidades de uso comun.

»Resolver ejercicios formales que requieran la aplicacion de las operaciones
irracionales, radicacion y logaritmaciéon, asi como la demostracion de algunas
propiedades a partir de la generalizacion del concepto de potencia y donde se
apliquen sus propiedades.

= Formular y resolver problemas intra y extramatematicos que requieran extraer incluso
informacion de tablas y gréficos, relacionados con hechos, fendbmenos y procesos
de la vida préactica de caracter politico ideoldgico, econémico- social y cientifico -
ambiental, que se modelen con los recursos de la aritmética, aplicando de forma
integradora los conocimientos y habilidades sobre propiedades de los dominios
numeéricos, las operaciones racionales e irracionales, el tanto por ciento y el trabajo
con magnitudes, y otras areas matematicas como la geometria y la estadistica
descriptiva.

ESTRUCTURA INTERNA DE LA UNIDAD 1

Conjuntos

¢ Relaciones entre conjuntos

. Operacignes con conjuntos

Dominio de los nimeros

e Limitaciones, propiedades y relaciones entre dominios numéricos

e Intervalos numéricos

Operaciones racionales con nimeros reales

e Suma algebraica, multiplicacion y division. Propiedades
e Calculo del tanto por ciento y del tanto por mil

e Potenciacion

e Potencia de exponente entero. Propiedades

Operaciones irracionales con nimeros reales

Radicacion g \A Logaritmacion

¢ Propiedades
e Simplificacion
e Operaciones con radicales




¢ |dentidad fundamental
e Célculo con logaritmos
sencillos

Esquema

De esta estructura se derivan las siguientes unidades tematicas.

e Conjuntos

e Dominios numéricos

e Operaciones racionales con numeros reales

e Operaciones irracionales con numeros reales

Sub.

) Contenidos 23h/c
unidad

1.1 Conjuntos. Relaciones, operaciones y propiedades. Problemas. 3

1.2 Dominios numéricos. Repaso y profundizacion sobre los dominios
numericos. Orden y operaciones. Relaciones y propiedades de las 3
operaciones. Limitaciones y relaciones entre dominios numéricos.
Intervalos numéricos. Problemas.

1.3 Operaciones racionales con numeros reales en diferentes
representaciones aplicados a problemas en que se requiera 3
calcular con cantidades de magnitud, con tantos por ciento y
tantos por mil. Problemas.

1.4 Operaciones irracionales con numeros reales. Potencia de

exponente racional. Radicacion y logaritmacion. Aplicaciones.

Radicacién. Su interpretacibon como operacion inversa de la
potenciacion. Potencia de exponente racional. Propiedades.
Simplificacién de radicales. Reduccion de radicales a un mismo
indice. Radicales semejantes Operaciones con radicales.
Racionalizacién de denominadores para el caso de monomios y
binomios numéricos.

Logaritmacion. Su interpretacion como operacion inversa de la
potenciacion. Definicion de logaritmo de base a (a >0 a= 1).
Identidad fundamental logaritmica. Calculo de logaritmos aplicando
la definicion. Aplicaciones. Resolucion y formulacién de problemas
donde integren las operaciones con numeros reales en diferentes
notaciones y donde se evidencie la utilidad del calculo con
radicales y logaritmos.

11

Sistematizaciéon de la Unidad

Bibliografia basica para el desarrollo de la unidad

Libro de texto de Matematica de Décimo grado.




Manual de Ejercicios de Matematica para la Educacion Media
Superior(MEM),Capitulo 1

Para el tratamiento de la unidad es esencial que los estudiantes logren:

Expresar las relaciones entre conjuntos y las operaciones con conjuntos
utilizando la terminologia y simbologia conjuntistas y en particular aplicarlas a las
operaciones con intervalos numericos.

Comprender las limitaciones de los dominios numéricos, ordenar y calcular con
nameros reales expresados en diferentes notaciones, previa estimacion de los
calculos.

Interpretar el significado del tanto por ciento y el tanto por mil.

Reconocer cuando existe la raiz n-ésima de un numero real a partir de
comprender el concepto de raiz n-ésima, la definicién de potencia de exponente
racional con base no negativa y las propiedades de estas potencias y desarrollar
habilidades en el célculo con ellas.

Comprender que es posible definir las potencias de base real con base positiva y
reconocer la radicacion y la logaritmacion como operaciones inversas de la
potenciacion.

Reconocer las propiedades de los radicales como un caso particular de las
propiedades de la potenciacion y desarrollar habilidades en la simplificacion y el
calculo con radicales.

Resolver ejercicios de calculo en los que sea necesario aplicar los
procedimientos para racionalizar denominadores monomios y binomios.
Comprender la relacion expresada en la identidad fundamental logaritmica y
calcular logaritmos sencillos.

Identificar en diversas aplicaciones intra y extramatematica el uso de las
operaciones de radicacion y logaritmacion.

Aplicar las reglas de divisibilidad en ejercicios y problemas con texto.

Argumentar relaciones y propiedades de forma verbal, simbdlica y numérica.

1.1 Conjuntos

Para el tratamiento de este punto esencial se sugieren 3 h/c y el contenido
correspondiente aparece en el epigrafe 1 y 2 del Capitulo 1 del LT 10mo grado y en el
epigrafe 1.2 del Capitulo 1 del Manual de Ejercicios de Matemética para la Educacién
Media Superior (MEM).

Estructura interna de la subunidad 1.1



Conceptos Relaciones Procedimientos

Conj\ll/mtos Operacion Unidn e '
Conjuntos _Interseccién de _ Reconoper relaciones
num\Ericos conjuntos. Pertenencia—» entr.e n;Jmeros y
/ . inclusién conjuntos numéricos
Dominios € Inclusto :
numéricos
Conjunto Operacién Diferencia Clasificar conjuntos
Universo \ y Complemento de atendiendo a la
conjuntos cantidad y
caracteristica
Representar conjuntos
en diagramas de Venn
v
Extension y ¢
descripcion de Expresar conjuntos en
conjuntos notacion tabular y/o

constructiva
Esquema

Al concluir la unidad tematica los estudiantes deben ser capaces de:
e Reconocer y expresar las relaciones de pertenencia e inclusion entre elementos
y conjuntos, utilizando la terminologia y simbologia conjuntista

e Clasificar conjuntos atendiendo a la cantidad y caracteristicas de los elementos
que lo integran.

e Determinar o definir un conjunto por extension o descripcién y denotarlos
utilizando la notacion tabular o la notacién constructiva

e Resolver las operaciones con conjuntos. Representar las relaciones conjuntistas
estudiadas, utilizando diagramas de Venn.

Para activar los conocimientos sobre los conceptos basicos de la teoria conjuntista, no
se empleara mucho tiempo, se sugiere partir de la interrogante: ;Qué es un conjunto?
Las respuestas esperadas, seran las que indiquen la nocion de pluralidad de objetos
gue nos sugiere la palabra conjunto. Por lo general algunos estudiantes daran como
respuestas ejemplos de conjuntos; que se aprovecharan para significar la aplicacion del
concepto en diferentes areas intra y extramatematicas. Con este fin el profesor puede
con intencion promover la produccion de ideas de los alumnos, e incluso complementar
la propuesta con ejemplos similares a los siguientes:

A: Conjunto de grupos del décimo grado de una escuela.
B: Conjunto de paises que integran el ALBA.
C: Conjunto de érganos que conforman el sistema digestivo.




D: Conjunto de todos los elementos quimicos que conforman la tabla
periddica de 18 columnas, de Mendeleiev.

E: Conjunto de todos los triangulos equilateros del plano
F: Conjunto de puntos de la recta real

G: Conjunto de los numeros racionales que son solucién de la ecuacién
3x—7 =28

H: Conjunto de los nimeros naturales cuyo cubo sea menor que 200.

A partir de los ejemplos seleccionados se desarrollara todo el contenido de la unidad
tematica, con lo que se garantizara que los estudiantes adquieran una nocion clara del
significado que en matematica tiene el uso del término, al destacar que los ejemplos
cumplen las reglas siguientes:

e Primero: Los objetos que integran un conjunto deben estar bien individualizados y se

denominan elementos del conjunto.

e Segundo: El conjunto debe estar perfectamente determinado.

Por ejemplo en el conjunto D, se tiene que los elementos de la tabla periddica estan
bien delimitados por su masa atémica por lo que no se confunde el oxigeno con el
hidrogeno o cualquier otro elemento, de igual forma se puede analizar que las reglas se
cumplen para el conjunto C pues solo la relacién entre los 6rganos que integran el
sistema digestivo permite el cumplimiento de sus funciones, lo cual de faltar uno no
seria posible.

No se debe dejar de tratar un ejemplo como el conjunto H, donde se tiene que 3eH ;
porque 3*=27< 200y 9¢Hporque 9%®=729> 200. Observe que el trabajo se
realizara utilizando la simbologia correspondiente para
expresar las relaciones estudiadas, asumiendo que son
contenidos ya aprendidos por los estudiantes Se realizara la e9
lectura utilizando la terminologia correcta, es decir, el
simbolo e se lee, “pertenece” y su negacién ¢, se lee “no
pertenece”.

Para garantizar la comprension total del concepto se H
recomienda solicitar a los estudiantes que representen
algunos de los conjuntos finitos seleccionados utilizando diagramas de Venn. La
actividad permitira puntualizar que en estos diagramas los elementos que pertenecen al
conjunto se representan en la region interior de la curva cerrada. En cambio si el
elemento dado no pertenece al conjunto, este se representa por un punto de la region
exterior.

Como resultado de la actividad se repasara la clasificacion de conjuntos, pues se
encontraran conjuntos como el E y el F en los que no se pueden nombrar o numerar la
totalidad de sus elementos, o como el G, donde se presenta una ecuacion lineal cuyo
conjunto solucién tiene un solo elemento. Aprovechando este caso se pueden variar las
condiciones del conjunto G, planteando, que pasaria si G se define como conjunto de
los nimeros enteros que son solucion de la ecuacion 3x -7 =28  con lo que se
recordara la existencia de conjuntos que no tienen ningun elemento.

Llegado a este punto estamos en condiciones de generalizar el concepto de conjunto
analizando problemas que nos permiten comprender la existencia de conjuntos unitarios




y conjuntos vacios y con infinitos elementos, aspectos con los cuales se completa la
pluralidad que nos sugiere la palabra conjunto.
Se puede estimular a los estudiantes a tomar notas sobre la clasificacion de conjuntos
de la forma mas resumida posible, por ejemplo:

conjunto infinito —— Cuando no se pueden
numerar o nombrar todos
sus elementos

conjunto finito —— Cuando se pueden

L numerar o nombrar
Clasificacion de < sus elementos

conjuntos .
' conjunto

i ——— Cuando tiene un solo
unitario

elemento

conjunto vacio

—» No tiene elementos

Cuando se realiza este tipo de actividad con sistematicidad se contribuye al
desarrollo de la habilidad de tomar notas y resumir utilizando tablas, mapas
conceptuales, gréficos, etc.

Es este un momento oportuno para analizar el caracter relativo de los conceptos
conjunto y elemento, para lo cual se sugiere identificar en los ejemplos tratados u otros
nuevos aportados por los estudiantes, aquellos conjuntos cuyos elementos son a su vez
conjuntos y elementos de otro conjunto mas amplio.

La reflexion con los estudiantes se puede orientar hacia el analisis de la relacién que
se puede establecer entre los elementos del conjunto A en el contexto de una escuelay
del conjunto P con respecto a todos los triangulos del plano. El resultado del analisis
puede dar paso al estudio de la relacidon de inclusién e igualdad de conjuntos, pues
como resultado del intercambio se obtendran proposiciones como las que se
representaran en los diagramas de Venn siguientes:

A es un subconjunto del P es wun subconjunto del

conjunto de todos los grupos de conjunto de todos los triangulos
la escuela E. Se denota: Ac E. del plano T. Se denota: P c T.

A

E T

p

Se puede orientar a los estudiantes, que seleccionen uno de los casos para que
expresen y escriban el significado de las relaciones obtenidas, por ejemplo, en el
segundo caso se pueden hacer los siguientes planteamientos:

e Todo elemento de P pertenece tambiéna T.

e PesunapartedeT.



e PestadincluidoenT.

Seguidamente se propone reflexionar sobre la interrogante siguiente:
¢Puede afirmarse lo mismo de T con respecto a P? el andlisis permitira utilizar la
negacion del simbolo de inclusion al plantear que T ¢ P.
Para ejercitar y evaluar la comprension de los contenidos tratados hasta el momento,
ademas de resolver los ejercicios del LT y de la Bibliografia orientada, es
recomendable solicitar a los estudiantes que realicen algunas propuestas de ejercicios
gue cumplan las condiciones siguientes.
1. Completar o fundamentar la veracidad o falsedad de proposiciones en los que se
utilicen los simbolos ¢, ¢,c,z.

Clasificar conjuntos finitos, infinitos, unitarios y vacios. ,

En todos los casos se deben plantear ejemplos de aplicacion en diferentes areas
intra y extramatematica y en particular aplicados a la estadistica descriptiva.

Como parte de la profundizacion del contenido a tratar en este epigrafe se
formalizara el estudio de las formas de determinar y denotar conjuntos, para lo cual se
recomienda continuar trabajando con los ejemplos, donde se har& notar las dos formas
para determinar los conjuntos: por extension y por descripcion.

Se enuncian los | Ejemplo:  Conjunto de todos los 6rganos
Por extension elementos que lo que conforman al sistema
integran digestivo.

Se establecen las
propiedades o

Por descripcion { caracteristicas de todos
sus elementos o por
formulas

Ejemplo: Conjunto de todos los
nameros naturales cuyo
cubo es menor que 200.

~—

¢, Como se escriben los conjuntos que se definen por extensién?
Se les pedira a los estudiantes que escriban en forma de conjunto los elementos del
conjunto C.

C= boca, faringe, esofago, estdbmago, intestino delgado, intestino grueso, ano

Esta forma de escribir se denomina notacion tabular.
A partir de ejemplos se pueden hacer las siguientes observaciones.
e En la notacion tabular de un conjunto no se escribe mas de una vez los elementos
gue se repiten.

Ejemplo: Para analizar el rendimiento académico de un estudiante un profesor toma
como dato el valor de las notas alcanzadas en las 15 evaluaciones sisteméticas de la
etapa:10; 9; 6; 6; 4; 7; 7; 8; 9; 10; 10; 8; 6; 7; 5. El conjunto de notas expresado en
notacion tabular seria: N = {10; 9;6;4;7; 8; 5 }.



En la notacién tabular de un conjunto no es preciso escribir los elementos en un orden
determinado M= {4;5;6; 7;8;9; 10} Ny M son idénticos.

Se indagara con los estudiantes acerca de otras formas conocidas por ellos para
denotar conjuntos, de manera particular los que se determinan por extension.

Se sugiere analizar el ejemplo H: Conjunto de todos los nimeros enteros cuyo cubo
es menor que 200. Observaran que se han dado las propiedades caracteristicas de los
elementos de H, es decir esta perfectamente determinado.

Luego se escribe: H = {x € N : x3 < 200}. Se lee: son todos los elementos x que
pertenecen a los nimeros naturales tales que x al cubo es menor que 200.

Para fijar el procedimiento es conveniente proponer ejercicios como los siguientes:
1. Escribe en notacion constructiva los siguientes conjuntos:

a) El conjunto de los numeros enteros comprendidos entre -205y 178.

b) El conjunto de los nimeros naturales impares mayores que 121.

c) El conjunto de los numeros enteros comprendidos entre -5y 43, ambos inclusive..

d) El conjunto de todos los puntos de un plano que son vértices de un triangulo

rectdngulo que tiene como hipotenusa un segmento fijo en dicho plano.
2. Seael conjunto M ={2; 4, 6; 8; 10; 12; 14; 16}.
a) Indica en qué notacion esta expresado el conjunto M.
b) Escribe dicho conjunto en notacién constructiva.

A patrtir del analisis del ejercicio se pueden hacer las siguientes observaciones:

v Si un conjunto finito se ha determinado por descripcion, este se puede denotar en
notacion tabular. Si un conjunto es finito, pero tiene muchos elementos, no es
preciso escribirlos todos. Si estd definido por descripcion, se puede escribir en
notacion tabular detallando solo algunos elementos de manera que se evidencien
las condiciones que tienen que cumplir los elementos para pertenecer a dicho
conjunto.

Ejemplo: Sea R el conjunto de los nimeros enteros cuyo cuadrado es menor o igual
gue 2 500 y mayor que 25. Puede denotarse asi:

R=/6;-6;7;-7;8; -8 ..., 49;-49; 50; -50} notacion tabular
R= /X €Z:25 < x? <2500} notacion constructiva

Ambas notaciones permiten conocer cuando un elemento pertenece a uno de estos
conjuntos puesto que se evidencian las propiedades de los elementos del conjunto en
cuestion.

En una conversacion con los estudiantes se llegara la conclusién de que existen
conjuntos infinitos que se pueden escribir en notacién tabular y se les exhortara a que
presenten ejemplos de estos.

Como una ampliacién de la clasificacion de conjuntos se introducira el concepto de
conjunto universo. Se puede hacer, utilizando cualquier ejemplo dado en notacion
descriptiva, haciendo notar que en esos casos se han dado todas las caracteristicas de
los elementos que lo integran. Observaran que entre las propiedades que definen a un
conjunto, se encuentra siempre una propiedad que nos obliga a buscar sus elementos
en otro conjunto “mas amplio” que contiene al conjunto que se trata de determinar por
ejemplo H = {x € N: x3 < 2} significa que H < IN. Es decir, que en este caso se ha
tomado a IN como conjunto de referencia pues la propiedad caracteristica atribuida al
conjunto H ha determinado un subconjunto de IN, que esta determinado por los



nameros naturales que poseen la propiedad en cuestion. El conjunto de referencia se
llama conjunto universo.

Es conveniente hacer notar que si variamos las caracteristicas de un conjunto, no
siempre se obtiene el mismo conjunto. Por ejemplo: en el conjunto R tomemos IN como
universo, verifiquemos si define ahora la propiedad 25 < x? <2500 el mismo conjunto
gue antes se determinaba enl1(], en este caso se tiene el conjunto (6; 7; 8; ...; 49; 50}
compuesto solo por nimeros naturales.

Se concluir4 que en la practica se presentan ciertos problemas en los cuales es
necesario definir el conjunto en el cual buscaremos la solucion. Es decir prefijamos el
conjunto universo, pues en cada momento nos estaremos refiriendo a sus elementos,
en la discusion o solucion del problema que nos ocupa.

Otro momento de profundizacion se presenta en el tratamiento de las operaciones
con conjuntos este contenido aparece en el epigrafe 2 del LT de 10mo grado y en el
epigrafe 1.2 pag 4-7del Capitulo 1 del MEM.

Se recomienda que mediante ejemplos se reactiven las operaciones de interseccion,
union, diferencia y complemento de un conjunto como aparece el MEM y orientar tomar
como nota el cuadro resumen de la pag 4. De utilizar las definiciones 1,2, del epigrafe
2 del LT delOmo grado, se debe completar con la definicion de conjunto complemento.
Definicion 3

Dado un conjunto A, subconjunto del conjunto universo U, se define como conjunto
complemento de A, (se denota A°) al otro subconjunto de U de los elementos que
no estan contenidos en A .

Se concluird mediante ejemplos que cualquier conjunto y su complemento son
disjuntos.

Se destacara mediante ejercicios, que la operacion diferencia no es conmutativa y
que la interseccion si lo es.

De la misma forma se destacara la utilidad de los diagramas de Venn para
representar las operaciones entre conjuntos.

Un problema interesante para lograr la comprension y fijaciéon de los contenidos
tratados en esta parte es el que se obtiene variando las condiciones del ejercicio 5 del
pag.15 del MEM, al cual se le puede agregar los siguientes incisos:

a) Representa en un diagrama de Venn las relaciones que se dan en los datos.

b) Identifica el conjunto universo U, un subconjunto  U| ¢ B

de Uy su complemento. 15 (10 > 10
Respuesta: 15
El conjunto universo lo conforman los 50 estudiantes

del curso (que se denota:
# U =50 y se lee: cardinal de U). El conjunto D (F u
B): formado por todos los que practican deportes es
un subconjunto de U, su complemento es el subconjunto de U formado por los 15
estudiantes que no practican ningln deporte.
Par la fijacion de los contenidos de este tematica se puede resolver los siguientes
ejercicios:
1. Ejercicios 2, 3, 4y 5; epigrafe 1, Capitulo 1 del LT 10mo grado.

2. Ejercicio 1, 2, 3 epigrafe 2, Capitulo 1 del LT 10mo grado.



Escribe en notacién constructiva los siguientes subconjuntos de numeros reales:

S S >
-1,3 1,3 X

Ejercicios 4, 11,12, 15, epigrafe 1.2, del MEM.

3.
®— —
®

4
, : - U={vs; —4,2;—6; 15;— ,17 .
5. Sea el universo el conjunto U siguiente { 9 } Escribe no

menos de 4 proposiciones V o F, en las que intervengan los simbolos & &€y &.
Verifica en el grupo la validez de tus propuestas.
6. Ejercicios del 1 al 10, 14, 15,17 epigrafe 1.2 del capitulo 1 del MEM.
7. Ejerciciol epigrafe 2 del capitulo 1 LT 10mo grado.
1.2. Dominios numéricos
Para el tratamiento de este punto esencial se sugieren 3 h/c y el contenido
correspondiente aparece en el epigrafe 1.2 del Capitulo 1 del Manual de Ejercicios de
Matematica para la Educacion Media Superior (MEM).

Estructura interna de la subunidad 1.2

Conceptos Relaciones Procedimientos
Conj\ll/mtos Pertenencia e Reconocer relaciones
Conjuntos inclusion entre nimeros y ]
num\E’ricos Operaciones — conjuntos y entre
Dominios con conjuntos conjuntos numericos.

. Operar con conjuntos
numeéricos AUMETICOS
Intervalos Operaciones Representar
(abiertos y —>| con intervalos ——— intervalos en
cerrados) una recta
\ Calcular con
intervalos de <

ndmeros reales

Esquema

Lo fundamental que debe lograr el profesor en estas clases es que sus alumnos
puedan reconocer cuando un numero dado pertenece o no a un conjunto numérico
determinado, asi como si un conjunto numeérico es subconjunto o no de otro, ademas,
algunas formas nuevas de representacion conjuntista como son los intervalos de
nameros reales y a calcular con estos, y o aplicarlos la estadistica descriptiva en el
trabajo con datos agrupados para la construccion e interpretacion de tablas de
frecuencias vy graficos.



Para profundizar sobre los distintos dominios numeéricos, no se debe emplear
mucho tiempo, basta recordar los dos grandes subconjunto de nimeros que forman los
nameros reales (racionales e irracionales), mediante un cuadro sinGptico como el que
aparece en el libro de texto, o diagramas de Venn como aparece en la figura___
.Sistematizar las caracteristicas fundamentales que diferencian sus elementos y que se
expresan en el libro texto en el Teorema 1y en el recuadro posterior al Ejemplo 1.

R

QUI=R

Recordando lo anterior, deben
entonces precisarse algunos subconjuntos importantes de los racionales, en particular
el de los enteros no negativos (naturales) y el de los negativos, asi como el subconjunto
de los racionales que no son propiamente enteros y que el cuadro sinoptico del libro de
texto se ha denominado “fracciones positivas y negativas”

Este es un momento apropiado para esclarecer la diferencia entre dominio numeérico
y conjunto numeérico, dejando explicito el hecho de los numeros irracionales no
constituyen un dominio numérico por cuanto las operaciones de adicién y multiplicacion
no son operaciones internas en el conjunto de los nameros irracionales, es decir el
producto o suma de numeros irracionales no siempre es un numero irracional, por
ejemplo:
1)J2 el pero V22 ¢1yaque V24/2=2eN 0

2) a=0101001000.....e1, b=0,010110111...c| pero a+b=011111..eQ,por ser
a-+buna fraccién decimal periddica de periodo 1.

Se debe continuar la sistematizacion de las relaciones de pertenencia y de inclusion,
sus simbolos respectivos, asi como de sus negaciones, con ejercicios como los del
Ejemplo 1 del libro de texto y del 1 al 3 de los ejercicios del epigrafe, asi como los
Ejemplos de 1 al 5 del MEM (pagina 10 a la 12).

Se deben presentar ejercicios y problemas que permiten hacer una sistematizacion
integradora de los contenidos tratados, lo cual se logra cuando las exigencias de las
tareas permiten que se obtengan diversas respuestas, hacer inferencias a partir de la
variacion de condiciones en el enunciado y el proceder didactico con las mismas debe
favorecer la socializacion, dirigida a encontrar ademas la las respuestas correctas, las
mas optimas y racionales. Las siguientes tareas son representativa de las ideas
anteriores.

1.Sea M = 2x+3y—gz. Sustituye X, y, z de modo que M sea un numero:

a) natural.



b) entero negativo
c) racional

d) irracional

e)

2. En el diagrama de Venn se representan las notas de Matematica de una muestra
de estudiantes seleccionada de tres grupos de una
escuela. La seleccion de la muestra cumple la siguiente #
condicion. Los seleccionados de un mismo grupo tienen
notas diferentes

2.1Completa el espacio en blanco de manera que obtengas
una proposiciéon verdadera.

a) La operaciéon que permite obtener el conjunto de notas
alcanzadas por los estudiantes de la muestra
es

2.2 Marque con una X la respuesta correcta

a) La operacion que permite obtener el conjunto de notas que estan por debajo de
30 puntos es:

ANC__  BUA ANBNC __ Ninguna de las anteriores gcual?

b) La operacién que permite obtener el conjunto de notas del grupo C, que no se
repiten en otros grupos es:

C\A __  C\B__ C\ANB__ Ninguna de las anteriores __ ;cual?

2.3. Escribe al menos dos proposiciones verdaderas, a partir de la informacién
estadistica que ofrecen los datos de la muestra, en el diagrama de Venn.

3. Completa el espacio en blando de forma que obtengas una proposicién verdadera.

Sea A= {%;a,b eN yb= 0} y B el conjunto de los nUmeros enteros.

a) Se puede considerar un subconjunto de A al conjunto de los numeros

b) Dos numeros que pertenecen al conjunto A y al B a la vez son

c) Siel conjunto C = ANB entonces C =
d) Si el conjunto C = AUB entonces C =
e) Si el conjunto C = A\ B entonces C =

Una propuesta de como variar las condiciones en este ejercicio puede ser, pedirle a los
estudiantes que analicen: que pasaria si B es el conjunto de los nUmeros naturales cuyo
cubo es menor que 200.

Este tipo de tareas limita la tendencia a la ejecucion que ha prevalecido en los
modos de actuacién de los estudiantes, puesto que exigen dominio de la base



conceptual y las relaciones que tienen que utilizar como recursos, para resolver la
situacion planteada.
Como una profundizacion y también mediante ejemplos deben introducirse los

intervalos de numeros reales su notacion y representacion grafica, los que constituyen
conocimientos previos para representar determinados conjuntos, tales como el
conjunto solucién de inecuaciones y el dominio e imagen de una funcion que seran
tratados en la unidades 2 y 3.

Para el trabajo con este contenido se debe iniciar con los Ejemplos del 1 al 4 del
MEM pag 13 -14 y continuar con los Ejemplos 2, 3 y 4 del libro de texto. En ellos se
precisan algunos aspectos importantes como es el uso de las desigualdades estrictas o
no en la escritura conjuntista de intervalos y lo que esto significa para la grafica. En
especial el Ejemplo 4b) incluye conjuntos que son un tipo especial de intervalos y el
profesor debe destacar ese hecho. También se pueden utilizar el material disponible en
la vidoclases 26 a la 29 de la Unidad 1
1.3 Operaciones racionales con numeros reales (3h/c)

Para el tratamiento de este punto esencial se sugieren 7 h/cy el contenido
correspondiente aparece en el epigrafe 1.3 del Capitulo 1 del Manual de Ejercicios de
Matemética para la Educacioén Media Superior (MEM).

En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en esta unidad temética

Conceptos Relaciones Procedimientos
Dominio de los Orden de los

Operaciones con
nameros reales
Propiedades

nameros reales nameros reales y

representacion en la

Razones y recta numérica
proporciones Propiedades de las .

_ potencias Calcular con numeros
Potencia de reales N
exponente Tanto por ciento y el
entero tanto por mil

Resolucion de

problemas <«

aritméticos
Esquema

La via metodolégica fundamental de esta unidad tematica es la profundizacion y
sistematizacién, se continuard el trabajo con las operaciones fundamentales con
nameros reales en diferentes notaciones y sus propiedades.

Para lograr lo anterior se pueden utilizar los ejemplos y ejercicios del epigrafe 1.3.1
del M.E.S. u otros creados por el profesor.



El tratamiento de la potenciacion se limitara al calculo con potencias de exponente
entero de manera que se fijen las propiedades y constituya un aseguramiento para el
trabajo con radicales.

Con relacion a ejercicios de céalculo con potencias se puede comenzar con ejercicios
de calculo simples ya sea calculando las potencias o aplicando las propiedades de las
mismas hasta llegar a ejercicios donde la aplicacion de las propiedades nos dé una

535, BE
forma ventajosa para el calculo, por ejemplo: N =525 - 218
Se recomienda realizar los ejercicios siguientes y otros de mayor nivel de dificultad:

1. Ejercicios 15, 16, 17, epigrafe 1.3, del MEM.

2. La masa de la Luna es de 73 500 000 000 000 000 000 000 000 g y se supone
que es el 1,2% de la masa terrestre.

a) Calcula la masa de la Tierra.
b) Si cada gramo equivale a 2,2 -10-3 Ib, ¢cudl es la masa de la Tierra en libras?
3. Ejercicio 34, 40, 52, 54, epigrafe 1.3, del MEM.

La resolucién de ejercicios y problemas de proporcionalidad aplicando el tanto por
ciento, el tanto por mil y que incluya el trabajo con magnitudes y la aplicacion a la
estadistica descriptiva, se puede utilizar la modelacion con los recursos de la aritmética,
lo cual no limita la resolucion a través de ecuaciones lineales.

Ejemplos:
5
1. Una cooperativa tiene que fertilizar todas sus tierras. El lunes fertilizé las 7 partes del
total de estas y el martes soélo fertilizo el 75% del resto, pues se acabaron los 390 qq de
fertilizantes que tenian, quedandole 1,5 ha por fertilizar.
a) ¢, Cuantas ha de tierras tiene la cooperativa?

b) Si se utilizé la misma cantidad de fertilizantes por ha, ¢cuantos qq del mismo  seran
necesarios para fertilizar las tierras que faltan?

2. En 9 dias la caldera de una fabrica consumio las tres quintas partes del petréleo que
tenia en el tanque, y en los 6 dias siguientes gasto el 75% del resto del combustible,
guedando aun 720L en el tanque.¢, Cuantos litros consumio en los primeros 9 dias?

b) ¢ Cuantos litros de petrdleo habra que echarle para que la caldera pueda trabajar 10
dias mas, consumiendo un promedio diario igual al de los 15 dias anteriores?

Para el trabajo con el tanto por ciento y el tanto por mil se deben remitir a las
viodeoclases 5.6.7.8 de la Unidad1.

1.4 Operaciones irracionales con numeros reales (11 h/c)

En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en esta unidad tematica



Conceptos Relaciones Procedimientos
!\lum_ero racional e Operaciones con Ordenar y comparar
irracional ndmeros racionales .

; ndmero reales
Razones y Propiedades.

proporciones

Representacion

grafica de
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Potencia de exponent .
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[ 2/ existesia>0
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Raiz n-ésima /,< [\/ a ] =a
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l exponente irracional

Célculo con

Logaritmacién i ; )
g ——» Identidad fundamental garitmos sencillos

Esquema

En el esquema anterior se distingue dos puntos esenciales: simplificacion de
radicales y calcular con radicales.

Orientaciones metodolégicas para el tratamiento del repaso profundizacion y la
simplificacion de radicales (5h/c)

El contenido de este punto esencial aparece en el Epigrafel al 7 del Capitulo 2 del
libro de texto y en el Epigrafe 1.4.1 del M.E.M.

Lo fundamental que debe lograr el profesor en estas clases es que sus alumnos
inicien el desarrollo de habilidades en la simplificacion de radicales.

Como motivacién para la unidad tematica puede conversar con sus alumnos acerca
de que en esta unidad ampliardn sus conocimientos sobre las potencias y que en
particular podran llegar a definir potencias con exponentes mas generales que los
enteros, como son las potencias de exponente racional.



En estas clases aunque no es esencial se dedicaran al final dos de ellas a
completar el concepto de potencia, en esta caso de exponente irracional, y a la
presentacion de la logaritmacion como otra operacion inversa de la potenciacion.

Para lograr lo anterior es necesario hacer un breve repaso y profundizacion del
trabajo con potencias de exponente entero. Al proponer ejercicios debe tenerse en
cuenta ya sea la aplicacion del célculo simple de potencias o aplicando propiedades de
las mismas hasta llegar a ejercicios donde la aplicacion de las propiedades nos dé una
forma ventajosa para el calculo, como el ejemplo 10 del epigrafe 1.3 pag 25 del M.E.M.

Se sugiere seleccionar ejercicios del epigrafe 1 del libro de texto u otros creados por
el profesor.

En la ampliacion de potencias, juega un papel fundamental la definiciébn de raiz
n - ésima, en esta definicidn es necesario establecer las condiciones para la existencia
de las raices de indice par e impar, es conveniente que los alumnos comprendan la
diferencia que existe y su causa en los casos particulares ya conocidos por ellos (raiz
cuadrada y raiz cubica).

A este fin deben comprender:
e La raiz cuadrada no existe siempre. Cuando existe hay dos.
e La raiz cubica existe siempre y es una sola.

Debe destacarse la diferencia entre que: VBl = 9 es siempre la raiz positiva o
aritmética (x =9) y la ecuacién x>=81,dondex==+9.

En este momento se puede aprovechar para plantear a los alumnos la relacion
va* = |a| destacandose la tendencia errénea de por ejemplo escribir

VO - 9, resaltar que v= representa la raiz positiva, luego NODT BT -,
los alumnos deben concluir que va? =g, (sia>0) vy va® = .3 (sia<0)

Se debe concluir entonces que: ve* =|al.

Después de que alumnos hayan interiorizado la idea de la raiz cuadrada o cubica
como solucidn de una ecuacion; entonces sera facil definir la raiz n- ésima de a como
la solucion de la ecuacién x"= a.

En este momento después de establecida la definicién (Definicion 1 pag 86 del L.T.)
se puede hacer el andlisis de cuando existe la raiz n-ésima y cuéntas hay, en forma
analoga al que se hizo con la raiz cuadrada y la raiz cubica. Para esto se puede apoyar
en el Ejemplo 2 del epigrafe 1 concluyendo con el Teorema 1 (pagina 87) de este
epigrafe.

En este momento se aprovecha para presentar el simbolo de raiz n-ésima [VE]

Al igual que en el andlisis que se realizé para plantear que ¥a* = |a| se deben
. . . 27 = .
analizar dos o tres ejemplos para analizar que ~va*® = |a| y para reafirmar esto se

puede utilizar el Ejemplo 4 pag 89 incisos a, c, e, y f del texto. Finalmente es
conveniente analizar el cuadro resumen que aparece después del ejemplo 4.
Para la ejercitacion de esta parte del Epigrafe se pueden utilizar los ejercicios 5, 6,

7, 8 y 11 del Epigrafe 1, donde el ejercicio 11 viene a resumir todo lo estudiado sobre
raiz n-ésima hasta el momento.



Realizando el anterior trabajo con la raiz n-ésima, se esta en condiciones de iniciar
el estudio de la simplificacion del indice del radical. Es conveniente que el profesor
conozca que esta se utilizara en este momento solo con la intencion de que el alumno
inicie el desarrollo de habilidades en la simplificacién de radicales, es completamente
necesaria para definir la potencia de exponente racional lo cual se realizara
posteriormente.

Para comprender lo anterior basta que el profesor este consciente de que, por

3
ejemplo, para que 31 esté definido, tiene que ser igual a 3 , 3% | etc; pues como se

conoce:
1 2 3 n_
2 4 6  2n

Para introducir este procedimiento el profesor puede mediante un breve comentario
hacerle ver a los alumnos la comodidad de trabajar los radicales con los indices
menores posibles. Para ello pueden utilizarse expresiones como las que aparecen en el

texto V3% y V3= . Vais y ¥2° |35 cuales se pedira calcular y comparar los resultados
obtenidos como aparece en el libro de texto. En este momento se les hace ver que
entre el exponente y el indice del radical existe un factor comun y que si se dividen
ambos por este factor el resultado final no se altera; esto mismo sucederia si se
multiplican el exponente del radicando y el indice del radical por un mismo factor lo cual
se puede observar si invertimos la cadena de igualdades obtenidas. Por lo que parece
posible poder plantear que dada:

; — L ¥ *
nom i km cona>0,nmeZ n>1 kelN .

Seguidamente se enuncia el Teorema 2, del Epigrafe 1, de la p.90 del LT10 y se
demuestra, pues esto es una exigencia el programa.

Se les puede plantear a los alumnos que para algunos casos en que la base sea
negativa también se cumple este teorema, solo que se tiene que cumplir una condicion
mas y es que n y kn tengan la misma paridad(los dos pares o los dos impares) y ambas
raices existan; esto se puede mostrar considerando un ejemplo como el siguiente:
V&2 = Y(2) donde n =4y kn = 16 ambos son pares
VE4?® =¥-4 donde n =5y kn =15 ambos son impares
lo cual no se cumple cuando n y kn no tienen la misma paridad como por ejemplo:
VE1? V-1 donde n=3ykn=6 no tienen la misma paridad.

Sugerimos no abusar en el trabajo con bases negativas.

Para la ejercitacion se pueden resolver los ejercicios 9 y 10 del epigrafe 1 pag. 94 u

otros creados por el profesor.
Una vez terminado este trabajo se realizaria la ampliacién del concepto de potencia de
exponente entero a potencia de exponente racional.

Para ello se pueden realizar algunas preguntas como las siguientes:

e ;Hasta qué clase de exponente se han definido las potencias? ¢En qué orden se ha
hecho?

e ;Qué falta?

m| %]

1
F

e ; Qué interpretacion se le puede dar a expresiones como 2 , etc?



e ;De existir potencias como las anteriores se cumpliran también las propiedades ya
conocidas?

Hacer notar a los alumno que faltan por definir las potencias de exponente racional y
real, en estas clase nos ocuparemos de definir las potencias de exponente racional.

Para ello hay que lograr darle sentido a expresiones tales como 37 45 de forma tal que
la definicion dada sea compatible con la definicion de potencia de exponente entero.
Esto puede hacerse por dos vias:
1¢ra El profesor puede establece la definicion y analizar que la misma es compatible con
la definicién de exponente entero como aparece en el texto.
292 Sj las condiciones del grupo son favorables y el trabajo previo lo permite puede
elaborarse la definicion siguiendo la siguiente idea:

1

1- —
Se sabe por ejemplo que 5 = 34 ¢ pues 4 -4 =1,
Como se quiere que se cumplan las propiedades de las potencias ya conocidas, de

1
tener % algun sentido debe cumplirse que:

=58 = (5%)4

El problema entonces debe plantearse de esta forma:

Se quiere encontrar qué valor debe tener la base de una potencia, a la que llamaremos
A, para que se cumpla que:

A*=5
Pero este problema tiene de entrada una solucién, pues, segun la definicion de raiz
n-ésima tenemos que:

A:‘!\'E

4 A
y conocemos que ’E) =5

: 1 . - 4 et s
Esto sugiere que 2* pudiera definirse como V5 esdecir, 5% = V5,

3 _ .
Analogamente, si se tiene 2* y se quiere que se mantengan las propiedades de las
potencias ya conocidas para exponente entero, debe cumplirse que:
3 1 1
54 = (5°)* y entonces (5°)* = V52

3
Deberia definirse entonces: 5% = V52

Aqui se debe dirigir la atencion de los alumnos hacia la relacion que existe entre el
numerador y el denominador del exponente de la potencia y los términos del radical.

- El denominador es el indice del radical.
- El numerador es el exponente del radicando.

En este momento ya se puede establecer en general que las potencias de exponente
racional se pueden expresar en términos de radicales. Por ejemplo:



Aqui se debe destacar que hemos trabajado solo con bases positivas y esto es
porque las raices tienen limitaciones cuando los radicando son negativos, hay que
establecer también esa limitacion en la definicion de potencia de exponente racional.

Por tanto definiremos finalmente que:

an = ¥a™ cona>0m,neZ n>1

Esta definicion tiene sentido pues incluye a la anterior, ya que si:

T
m es un entero, n natural y m mltiplo de n entonces n es un nimero entero (m = kn
. kn ni
conk € ), esdecir: ak=a® = vak* =gk
m k-m
Ademas, se puede simplificar el indice y el exponente ya que como n = k-n , debe ser

m k-m

que a® =a%=® cona> 0, lo cual es cierto pues se cumple que:

ﬂ::f_??: :R-m :nﬂm :ﬂ%
La igualdad del centro esta fundamentada por el Teorema 2 del Epigrafe 1.

Para ilustrar esta definicion se puede utilizar el Ejemplo 1 del epigrafe 2, y los
Ejemplos 2, 3, 3y 5 del M.E.M, pag. 38-40 y para la fijacion los ejercicios del epigrafe 2
pag. 96 del libro de texto.

Al hacerse la ampliacién a potencias de exponente racional se habia considerado
gue las propiedades se cumplian pero no se enunciaron las mismas.

Una via posible para el tratamiento de las propiedades es indicar a los alumnos que
escriban simbélicamente estas considerando que los exponentes pertenecen a Q y que
las enuncien con sus palabras; el profesor debe manejar la situacion para que este
enunciado quede de la forma mas simple posible (similar al texto).

Para la ejercitacion se disponen de los ejercicios del 1 al 8 del epigrafe 3 pag. 98 y
los ejercicios 1y 2 del Capitulo.

Una via metodolégica posible para el tratamiento de las propiedades de los radicales
es inferir estas de las propiedades de las potencias de exponente racional antes
estudiadas:

- Producto de potencia de igual exponente.
- Cociente de potencia de igual exponente.

- Potencia de potencia.
1

Para ello se deben considerar las potencias con exponente n y expresarlas como
raices mediante la definicion de potencia de exponente fraccionario como se ilustra en
el libro de texto pagina 103.

Después de inducidas las propiedades de los radicales se puede plantear cuando se
considera que un radical estd completamente simplificado segun aparece en el texto y
mostrar ejemplo de radicales que estén o no simplificados.



Una vez establecidas estas condiciones se debe analizar como se utilizan las
propiedades de los radicales en la simplificacion de los mismos, para lo cual el profesor
se debe apoyar en las Ejemplo 1 y 2 del epigrafe 6 pag. 104 del L.T. le ejemplo 1 les
permite mostrar nuevamente la reduccién del indice del radical lo cual lo hara
apoyandose en el Teorema 2 del epigrafe 1.

El Ejemplo 2 permite mostrar la extraccion de factores del radical y en el se tiene en
cuenta que pueden darse dos casos diferentes que el factor sea una potencia cuyo
exponente es multiplo del indice del radical (son raices exactas) o que no lo sean; en
este Ultimo caso el exponente del radicando debe ser mayor que el indice del radical
para poder extraer factores del mismo. Tanto en un caso como en el otro el profesor
debe apoyarse en las propiedades de los radicales (multiplicacién de radicales de igual
indice) como se ilustra en el ejemplo.

Como un procedimiento inverso a la extraccion de factores del radical se puede
explicar la introduccion de factores en el radical para ello el profesor puede apoyarse en
el Ejemplo3 del epigrafe pag 105. Aqui se debe tener presente reactivar que

i ll_ﬂ”
a= pues es lo que se utiliza basicamente para introducir factores en el radical.

En la explicacion el profesor puede orientar la conveniencia de expresar el factor
exterior como una raiz con el mismo indice que el radical por el cual se multiplica y
después efectuar el producto de estas raices de igual indice.

Con los Ejemplos 4 y 5 se puede ilustrar la simplificacion y la introduccion de
factores en el radical las cuales pueden ser analizadas por los alumnos en forma
independiente y para fijar todo lo tratado en el Epigrafe 6 pueden proponerse los
ejercicios de este epigrafe.

En el epigrafe 7 se encuentran la reduccion de radicales a un indice comdn y la
comparacién de radicales. Para motivar el profesor puede plantear la comparacién de
radicales de igual indice y de diferentes indices y reactivar la comparacién de fracciones
con igual y diferentes denominadores como el procedimiento es similar al proceso de
expresar radicales con el mismo indice.

Para ilustrar este procedimiento se puede utilizar el Ejemplo 1 del Epigrafe 7. Lo
alumnos podran concluir qgue una vez que los radicales estan expresados con el mismo
indice estos se pueden comparar facilmente ya que basta solo con comparar los
radicandos. Para ilustrar lo anterior el profesor puede utilizar el Ejemplo 2 del Epigrafe?.
Como se planted al inicio, las ultimas clases de este punto esencial completaran el
trabajo con potencias en dos direcciones diferentes:

e Se indicara una via para calcular potencias de exponente irracional. (no se daran una
definicion como en los restantes casos sino solo se ilustrara), insistimos, una via para
calcular.

e Se analizara la logaritmacion como otra operacioén inversa de la potenciacion.

Para lo primero se puede seguir la misma idea del texto con 37
Para ello:

1 Se buscan aproximaciones racionales de V2 (por defecto y por exceso).

290 Aplicando la propiedad de monotonia de las potencias se van calculando (si se
posee calculadora es conveniente usarla o hacer uso de las incorporadas a las
computadoras) en cada miembro de las desigualdades. Obsérvese que en cada caso
se trata de calcular una potencia de exponente irracional.

De este modo se obtiene un valor aproximado para 37



Si no se posee calculadora, cémo el alumno no puede realizar esos célculos, se le
indican en el libro los valores aproximados que se obtienen y se les invita a que los
compruebe en el laboratorio de computacion.

Terminado de ilustrar como se puede obtener un valor aproximado para una
potencia de exponente irracional se le debe informar a los alumnos que las propiedades
estudiadas para las potencias de exponente racional son validas también para las
potencias de exponente irracional y por tanto en general para las de exponente real.

La logaritmacion de vera como otra operacion inversa de la potenciacion y asi
completar el estudio referente a la misma. Para lograr esto, una via posible es analizar
con ejemplos que en la potenciacion se tienen tres elementos: la base, el exponente y
la potencia (a®= b). Si se conoce: el exponente (c) y la potencia (b), es posible hallar la
base (a) mediante la radicacion, la cual es una operacion inversa de la potenciacion.

Se debe destacar que tanto en la potenciacion como en la radicacion (al igual que en
todas las operaciones) se conocen dos elementos y se quiere hallar un tercero.

Se puede preguntar entonces a los alumnos:
¢, Qué otra pareja de elementos se pueden conocer en la potenciacién para hallar un
tercero?

Después de concluido que se pueden conocer la base (a) y la potencia (b), y se
quiere hallar el exponente (c), se planteara que a la operacién que nos permite esto
se le llama logaritmacién y al valor buscado logaritmo.

Se le pedira a los alumnos que expresen con sus palabras la definicién de logaritmo,
el profesor redondeara ésta dando la misma segun aparece en el texto pagina 101 y
también la expresion simbdlica de ella. Vista ya la expresién simbolica de la definicion

se analizara la identidad fundamental (a'°%2b=b) planteando que en la potencia se
podria sustituir ¢ por 128z sin que la misma se altere. Para ilustrar la definicion se
puede utilizar el Ejemplo 1 del Epigrafe 5 pagina 102.

Con el esquema siguiente e puede ilustrar mediante un ejemplo, la relacién entre la
potenciacion y sus dos operaciones inversas.

Potenciacion

3*=81
Operaciones
inversas
Radicacion Logaritmacion
&/81=3 logs 81 = 4

Se conocen la Se conocen la
potencia (81) y el potencia (81) y la
exponente (4) y se base (3) y se
quiere hallar la quiere hallar el

base (3) exponente (4)



Para la ejercitacion se pueden utilizar los ejercicios del 1 al 4 del epigrafe 5 pagina
102 y el ejercicio 7 de los ejercicios del capitulo pagina 140 asi como los ejemplos y
ejercicios del epigrafe 1.4.3 del MEM pagina 50.

Se debe y tener presente que la logaritmacién solo se estudiara como operacion
inversa de la potenciacion y se calcularan logaritmos sencillos, pues el estudio de las
propiedades y de la funcion correspondiente se realizara en onceno grado.

Orientaciones metodoldgicas para el tratamiento del calculo con radicales.(6h/c)
El contenido de este punto esencial aparece en los Epigrafes del 8 al 10 del
Capitulo 2 del libro de texto y en el Epigrafe 1.4.2 del M.E.M.

Lo esencial que se debe lograr en este punto esencial es el desarrollo de habilidades
en el calculo con radicales en las operaciones basicas (adicion, sustraccion,
multiplicacion y division) y la racionalizacién de denominadores.

Una condicion previa para la adicion y sustraccién de radicales es la definicion de
radicales semejante; debe tratarse que sean los propios alumnos quienes den esta
definicion. Una via metodoldgica para ello es lograr que la obtengan por analogia con la
definiciobn de términos semejantes. Para ello primeramente se recordaria cual es la
definicion que conocen de términos semejantes y que planteen ejemplos de ellos, es
importante pedir ejemplos de términos que no son semejantes.

También en la adicion y sustraccién de radicales hay que analizar el caso en que
aparentemente no existen radicales semejantes y es necesario previamente transformar
estos para efectuar la adicién o sustraccion o ambas.

Se puede trabajar el Ejemplo 2 del Epigrafe 8, asi como, el Ejemplo 1 del epigrafe 1.4.2
del M.E.M.

Para la multiplicacion y divisién de radicales se trabajaran analizando previamente
con el mismo indice y posteriormente con diferentes indices.

Como en este momento ya los alumnos conocen la simplificacion de radicales todas las
respuestas que se den a los ejercicios tienen que estar simplificadas.

Teniendo en cuenta que la racionalizacion de denominadores sera lo Ultimo que se
trate en este punto esencial, las respuestas quedaran sin racionalizar, pero los radicales
que se encuentren en el denominador deben estar simplificados.

Una vez dada la racionalizacion las respuestas quedaran racionalizadas, es decir,
completamente simplificadas.

La racionalizacion de denominadores se .puede introducir como aparece en el texto
en el epigrafe 10; o como aparece en los Ejemplos 1 y 2 de la pagina 46 y 47 del
M.E.M Desde este momento toda respuesta que se dé a cualquier ejercicio debe
guedar racionalizada y por tanto completamente simplificada.

Sugerimos presentar ejercicios combinados, como por ejemplo:
. Calcula:

a) V18 +4/50 —+/128  b) 24/27 -3/48 +/75 c¢) V192a —+/75a++/12a

d)M e) (V12-227+3J75)-v3  f) (V20 - /45 +3/125): 25

1

64

P
) 3o



Los alumnos deben ser capaces de hacer también ejercicios como el 1, 3, 4, 22, 23,
24, 30, 31,32, 33, 35,36 y 37 del epigrafe 1.4, del MEM, ademas de otros de mayor
nivel de dificultad.

UNIDAD 2: Trabajo con variables, ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones
(48 hic)

Introduccion

El trabajo con variables es una de las herramientas mas importantes para el célculo
en la matematica. Es por ello que a lo largo de toda la ensefianza se le presta especial
atencién. En la secundaria basica, se inicia el estudio sistemético de los procedimientos
elementales del calculo con variables como son las operaciones algebraicas y la
resolucién de diferentes tipos de ecuaciones (lineales y cuadraticas) y sistemas de
ecuaciones lineales de 2 ecuaciones con dos variables.

En décimo grado, se repasa lo anterior y se profundiza en las operaciones de
calculo con variables, especialmente en la division, incluyendo el estudio de la Regla de
Ruffini, la que se utiliza también en la descomposicion factorial de polinomios, con vista
a la resolucion de ecuaciones fraccionarias enteras de orden mayor e igual a 3. Se
trabajan nuevas clases de ecuaciones e inecuaciones. En particular se estudian las
ecuaciones fraccionarias, las inecuaciones racionales enteras y fraccionarias y las
ecuaciones con radicales. Ademas se profundiza en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales al estudiar métodos para la resoluciéon de sistemas de tres
ecuaciones con tres variables y los sistemas cuadraticos.

Bibliografia Basica de la Unidad 2
e Libro de Texto de Décimo grado (Del Capitulo 1, epigrafe 3 al 15 y del Capitulo 2,
epigrafe 11)
e Manual de Ejercicios de Matematica (Capitulo 2. y 3)
e Teleclases de: Décimo grado de la 95 ala 126 y de Onceno grado de la 1 ala 14
del curso 2004 - 2005

Estructura interna de la unidad 2



Polinomios

/ \

e Factorizacion

Factor comln
\ Diferencia de cuadrados
semejantes Suma y Diferencia de cubos
Uso de paréntesis Trinomios cuadrados perfectos
Multiplicacion y Division Trinomios de la forma x?+px+q
de Polinomios Trinomios de la forma mx?+px+q
Polinomios de 4 0 mas términos

e Operaciones basicas
Valor numérico.
Reduccidn de términos

Ecuaciones e inecuaciones racionales enteras

Ecuaciones lineales
Ecuaciones cuadraticas —
Ecuaciones Modulares

Resolucion de
Problemas

Inecuaciones
Inecuaciones lineales
Inecuaciones cuadraticas

Fracciones algebraicas

Simplificacion
Multiplicacién y Division
Adicién y Sustraccion

Ecuaciones e inecuaciones racionales fraccionarias

Ecuaciones fraccionarias  Inecuaciones fraccionarias

Ecuaciones con radicales Sistemas de Ecuaciones

Lineales
/ Cuadraticos
Resolucion de
Problemas

Esquema

De esta estructura se derivan las siguientes unidades tematicas.
e Polinomios/ Ecuaciones e inecuaciones racionales enteras

e Fracciones algebraicas/ Operaciones con fracciones algebraicas/
Ecuaciones e inecuaciones fraccionarias



Ecuaciones con radicales
Sistemas de ecuaciones

Sub.
unidad

Contenidos

h/c

2.1

Traduccion de situaciones de la vida real al lenguaje algebraico y
viceversa. Definicibn de ecuacion, dominio basico de una ecuacion,
solucion de una ecuacion, conjunto solucién. Ecuaciones equivalentes,
transformaciones que pueden realizarse en una ecuacion. Resolucion de
ecuaciones lineales. Ecuaciones modulares. Ecuaciones cuadraticas que
requieren de la adicién, sustraccion y multiplicacion de polinomios (se
incluyen los productos notables: (a + b)?, (a+b) (a-b), (axb)3 (x+a)
(x + b), asi como la descomposicion factorial ( factor comun, factor comdn
por agrupamiento, diferencia de cuadrados, trinomio cuadrado perfecto,
completamiento cuadratico, trinomios de las formas x?+px+q y mx?
+ px +q¢ (m #0)). Teorema de Vieta. Formula de resolucion de la
ecuacion cuadrética (deduccién). Cantidad de raices de esta ecuacion a
partir del signo del discriminante. Inecuaciones lineares. Ejemplos de
inecuaciones modulares. Inecuaciones cuadraticas. Division de
polinomios. Regla de Ruffini o Horner. Descomposicién de polinomios
gue contengan factores de la forma (x -a). Teorema del resto. Suma y
diferencia de cubos. Resolucion de ecuaciones algebraicas de orden
superior a 2. Despeje en formulas. Ejemplos de inecuaciones raciones
enteras de orden superior a 2. Problemas.

17
h/c

2.2

Concepto de fracciones algebraicas. Cambios de signos en una fraccion
gue garantizan que su valor permanezca invariante. Simplificacion de
fracciones algebraicas. Multiplicacion y divisién de fracciones algebraicas.
Adicién y sustraccién de fracciones algebraicas. Operaciones combinadas
con fracciones algebraicas. Ecuaciones e inecuaciones fraccionarias.
Despeje en formulas. Problemas que conducen a ecuaciones
fraccionarias.

15
h/c

2.3

Ecuaciones con radicales. Aplicaciones. Ecuaciones con radicales.
Necesidad de realizar la comprobacion en una ecuacion con radicales, al
elevar ambos miembros a una potencia de exponente par. Resolucion de
ecuaciones con radicales por reflexiones logicas. Ecuaciones con
radicales que requieran una sola elevacion al cuadrado. Ecuaciones con
radicales que requieran mas de una elevacion al cuadrado. Ecuaciones
con radicales fraccionarias. Problemas.

h/c

2.4

Definicion de sistemas de ecuaciones lineales, solucidon y conjunto
solucion de un sistema de ecuaciones lineales, sistemas equivalentes.
Transformaciones que pueden realizarse en un sistema. Sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos variables, Sistemas de tres ecuaciones
lineales con tres variables. Sistemas cuadraticos. Problemas que
conducen a ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales y cuadréticas.

10
h/c




Objetivos de la unidad 2

= Los estudiantes deben ser capaces de:

= Hallar los valores numéricos de polinomios, términos con radicales y fracciones
algebraicas para valores dados de las variables, previa determinacion de su dominio
de definicion en el caso de estas Ultimas.

= Calcular con polinomios y con fracciones algebraicas con seguridad y rapidez, como
via de simplificar los célculos y de resolver ecuaciones, inecuaciones y sistemas de
ecuaciones, lo que requiere dominar las operaciones con polinomios y la
descomposicion en factores.

= Aplicar las operaciones fundamentales con variables a la representacion de
situaciones propias de la actividad préctica y a la interpretacion de informacion dada
de manera simbolica.

= Plantear ecuaciones e inecuaciones que satisfagan determinadas condiciones sobre
la base del dominio de los conceptos ecuacién (inecuacién), dominio basico de una
ecuacion (inecuacion), ecuaciones equivalentes (inecuaciones equivalentes),
solucion y conjunto solucion de una ecuacion (inecuacion).

»Resolver ecuaciones e inecuaciones lineales, modulares (sencillas), cuadraticas,
fraccionarias, ecuaciones con radicales y sistemas de ecuaciones lineales y
cuadraticos.

= Interpretar geométricamente las soluciones de las inecuaciones lineales o
cuadraticas en una variable, asi como de los sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos variables.

= Justificar la via de solucion, los procedimientos y las soluciones obtenidas en la
resolucidbn de ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones, asi como
demostrar teoremas relativos al trabajo con estos objetos matematicos.

= Resolver problemas de la vida practica de caracter politico ideol6gico, econémico-
social y cientifico - ambiental, que se modelen con ecuaciones e inecuaciones
lineales, modulares (sencillas), cuadraticas y fraccionarias, asi como con ecuaciones
con radicales y sistemas de ecuaciones lineales y cuadraticos.

En el tratamiento de esta unidad es esencial que los alumnos desarrollen sus
habilidades de calculo con expresiones algebraicas, en particular con polinomios, y las
apliqguen en la simplificacion y célculo con fracciones algebraicas, en la solucion de
ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales y cuadraticos; asi como en
la solucion de ejercicios con texto y problemas.

Para lograrlo es necesario que los estudiantes sean capaces de:

e Determinar valores numéricos de polinomios, términos con radicales y fracciones
algebraicas para valores dados de las variables.

e Determinacion de dominio de definicion de términos con radicales y fracciones
algebraicas.

e Operar con polinomios con seguridad y rapidez, en especial, aplicar el procedimiento
de la division sintética.

e Descomponer en factores polinomios de mas de tres términos.

e Simplificar fracciones algebraicas y realizar operaciones con ellas.

e Determinar si dos ecuaciones, inecuaciones 0 sistemas de ecuaciones son
equivalentes.

e Resolver ecuaciones e inecuaciones lineales, modulares (sencillas), cuadraticas,

fraccionarias y ecuaciones con radicales en diferentes dominios basicos de solucion.
e Resolver sistemas de ecuaciones lineales y cuadraticos.



e Despejar formulas.

e Formular y resolver ejercicios con texto y problemas que se modelan por medio de las
clases de ecuaciones e inecuaciones estudiadas y de sistemas de ecuaciones con dos
(o tres) ecuaciones con dos (o tres) incognitas y cuadraticos.

e Determinar parametros que aparecen en ecuaciones, inecuaciones y sistemas de
ecuaciones que satisfacen determinadas condiciones.

e Argumentar y en particular, demostrar proposiciones, utilizando adecuadamente la
terminologia y simbologia matematicas.

e Interpretar geométricamente las soluciones de las inecuaciones lineales o cuadréticas
en una variable y de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables.

ORIENTACIONES METODOLOGICAS PARA EL DESARROLLO DE LAS UNIDADES
TEMATICAS



2.1 POLINOMIOS/ ECUACIONES E INECUACIONES RACIONALES ENTERAS (17
HIC)

Procedimientos

Conceptos Relaciones
—— polinomio
Determinar el

dominio de un

Valor numérico de un término R i )
término o polinomio

0 polingmio

v

Dominio de un término o

polinomio
______ i
| calcular el valor |
| numérico !
-1 - ___ I
., |- T T ————7
Reglas para la supresion I Reducir términos }
de p_aréntesis precedidos : semejantes !
de signo + y signo - e o] |

I Suprimir signos de
— i agrupacion y simplificar

A — | polinomios
Multlpll@cmn de | L
binomios V.

— > _ Introducir signos de

l agrupacion
Orden de las
operaciones _| Calcular usando la

"| regla de Ruffini

,Multiplicacion de

polinomios

» Division sintética
Reglas para Qesco_mponer Factorizar binomios
en factores binomios y . :

Iy trinomios

[, trinomios |
|

Lo I

Reglas para descomponer en
factores polinomios —>

r————————————- 1
|
|

Factorizar polinomios
de grado superior al 2




Conceptos Relaciones Procedimientos

__ Ecuaciones lineales e Resolver una ecuacion

v

inecuaciones lineal o inecuacion lineal
Ecuaciones Resolver una ecuacion
cuadraticas > cuadrética

'

Representar intervalos y
operaciones con intervalos

Resolver ecuaciones que
conduzcan a lineales o
cuadraticas

|

Despejar variables en
formulas

|

Resolver ejercicios con
texto y problemas

Ecuaciones modulares e
inecuaciones

Resolver ecuaciones e
inecuaciones modulares

Inecuaciones

cuadréticas Resolver inecuaciones

cuadraticas

v

Esquema

El contenido de la primera parte de este punto esencial se encuentra en los
epigrafes del 3 al 7 del Capitulo 1 del Libro de Texto y en el M.E.M, epigrafe 2.2 (de la
pagina 80 a la 100). La segunda parte aparece en los epigrafes del 10 al 12 del texto
(exceptuando las fraccionarias que se daran en la temética 2.4).y en los epigrafes 2.3.1,
2.3.3,2.4.1y 2.4.3 del M.E.M

Esta unidad es practicamente un repaso de los procedimientos de solucion de
ecuaciones e inecuaciones y la profundizacioén esta dada por el nivel de la ejercitacion y
el procedimiento de resolucién las ecuaciones modulares y de las inecuaciones
cuadraticas y modulares que por primera vez se estudian en este grado.



En las primeras clases lo fundamental que debe lograr el profesor es que los
alumnos comprendan el procedimiento para hallar el valor numérico de una expresion
algebraica, y que puedan reconocer y reducir términos semejantes, que desarrollen
habilidades en la simplificacion de polinomios, mediante la realizacidbn previa de
operaciones basicas.

El tratamiento de este contenido se hara a partir de un repaso en que la seleccién
de los ejercicios propicie la participacién activa de los estudiantes. Es importante que
los alumnos comprendan desde un inicio la utilidad de las operaciones con polinomios y
la descomposicion factorial, por lo que se debe comenzar subrayando en algun ejemplo
concreto la utilidad de lo que se estudia en cada momento, por ejemplo, para la
resolucién de aquellos tipos de ecuaciones, cuyos procedimientos de resolucion han
trabajado en S. Béasica. Esto no excluye que después la resolucion de ecuaciones
lineales y cuadréaticas se consolide de manera independiente para que quede bien
asegurado todo lo que tiene que ver con su tratamiento.

Se pueden analizar los ejemplos del epigrafe 3 del texto, precisando el concepto de
valor numérico y la definicion del dominio de una expresidon algebraica. Los ejercicios
del 1 al 6 del epigrafe 3 posibilitan ejercitar adecuadamente estos contenidos.

Para el tratamiento de la supresion de signos de agrupacion, la simplificacion de
expresiones algebraicas, fundamentalmente polinomios, mediante la realizacion de las
operaciones basicas; esta habilidad se debe ir combinando con el caso en que
aparezca un factor monomio delante del signo de agrupacién y destacar el uso de la
propiedad distributiva en este caso. La introduccion de términos dentro de signos de
agrupacion, no se ha considerado esencial, aunque es conveniente ilustrar mediante
algun ejemplo cémo se procede.

Para la ejercitacion pueden seleccionarse de los ejercicios del epigrafe 3 y 4 del
texto, asi como, los ejemplos y los ejercicios del epigrafe 2.2 del M.E.M u otros creados
por el profesor segun las diferencias individuales de sus grupos.

Otra forma de eliminar signos de agrupacion que debe ser activada, es cuando estos
se utilizan para indicar productos. Aqui, hay que recordar como se multiplican los
binomios y en especial los productos notables conocidos por los estudiantes:

(axbh)2=a%+2ab+b? (a+b) (a-b)=a?-b?

El ejercicio 6 del epigrafe 4 (paginal6) es analogo al 4 y al 5, pero la situacién esta
expresada mediante un texto. En el ejercicio 7 aparecen paréntesis multiples
combinados con algunos productos.

Para concluir estas clases debe extenderse, mediante ejemplos, la multiplicacion de
polinomios cuando al menos uno de los factores (0 ambos) no son binomios.Para ello
es necesario aclarar que en el libro de texto (ver Ejemplo 1, Epigrafe 5) se ha utilizado
un esquema de célculo similar al que usan para el producto de dos binomios
(aplicando sistematicamente la propiedad distributiva en el producto de un monomio por
un polinomio) pero colocando convenientemente (uno debajo del otro) los términos que
son semejantes para facilitar su reduccion.

El andlisis del Ejemplo 1b) es importante también, pues ahi se ilustra la necesidad
de ordenar convenientemente los términos (de mayor a menor exponente) y dejar los
espacios en blanco correspondientes a las potencias que faltan (previamente debe
haberse recordado qué es un polinomio, su grado y cdmo se ordenan sus términos)

Es importante que el profesor sepa que el esquema anterior no es obligatorio, pues
el alumno puede seguir multiplicando como lo hacia cuando eran binomios (colocando
uno a continuacién del otro los productos parciales que obtiene) que es indudablemente
mas comodo.



Se debe obtener y demostrar el Teorema de Vieta; ademas se deben tratar el
binomio al cubo y el trinomio al cuadrado, completando asi los productos notables. Por
ultimo se deben proponer que efectlen los siguientes productos y que enuncien con sus
palabras las reglas que se infieren de los resultados obtenidos:

a) (x +a)(x-b) b) (ax + b)(cx + d)
c)(@a+b)¥?@+b) d)(a-b)?@-b) e)@+b+c)(@+b+c)

Los ejercicios 1 y 2 del Epigrafe 5, asi como los Ejemplos 7 y 8 del M.E.M (pé&ginas
86 - 87) y otros que el profesor pueda crear, deben ser propuestos a los alumnos para
desarrollar sus habilidades de célculo.

Para el tratamiento de la Regla de Ruffini o de la division sintética que se utiliza para
dividir un polinomio por un binomio de la forma (x — a), puede partirse de recordar el
procedimiento de dividir un polinomio por un monomio, y de un polinomio por un
binomio, a partir de un ejercicio de division similar al Ejemplo 9 del M.E.M., pagina 88, o
similar al que aparece en el texto( lo que a la vez debe servir de motivacion para lo que
se hara después).

Debe informarse a los alumnos la idea de representarlo en un esquema mas cémodo
donde solo aparezcan los coeficientes y el valor de a en x - a, destacando su relaciéon
con lo anterior y decirles que se llama esquema de la division sintética por la forma
simple en que se puede expresar el procedimiento de dividir.

Descomposicion factorial

Este punto esencial aparece en los Epigrafes 6 y 7 del libro de texto; debe tenerse
presente que el mismo tiene dos aspectos:

e Un repaso de los casos de factorizacion estudiados en noveno grado (factor comun,
diferencia de cuadrados, trinomios cuadrados perfectos, trinomios de la forma X2
+ px + qy mx?+ px + g (m=0) y la combinacién de casos)

e Una profundizacion que comprende la descomposicion factorial de polinomios
reduciéndolos a casos conocidos mediante agrupamiento, la aplicacion de la Regla de
Ruffini y/o la suma o diferencia de cubos.

En el repaso el profesor puede reactivar los casos simples de descomposicion
factorial, partiendo de situaciones problematicas, pues no se trata de darlos
nuevamente como se hizo en noveno grado. Con este fin puede seleccionar sistemas
de ejercicios escogidos del Epigrafe 6 del texto. Desde este subunidad tematica se
puede proponer la resolucion de ecuaciones racionales enteras de tercer o cuarto
grado.

Es importante que recuerden que cuando se descompone en factores, es decir, se
transforman sumas en productos, es conveniente seguir un orden, como el que aparece
en los ejemplos del 12 al 19 de la pagina 91 a la 96 del M.E.M.; concluyendo con el
cuadro resumen de la pagina 96.

En la profundizacion, el método de trabajo puede consistir en ejercitar por separado
cada caso de descomposicidon, aunque al final es necesario combinarlos para que los
alumnos aprendan a reconocerlos. Se recomienda poner ejercicios donde los términos
de los polinomios no estén ordenados atendiendo a su grado, y donde intervengan
incluso varias variables.

Para la ejercitacion deben seleccionarse ejercicios seleccionados del 1 al 4 del
epigrafe 7 del libro de texto (u otros similares) y del Epigrafe 2. 2 del M.E.M. Para los
alumnos mas aventajados pueden proponerse incisos del ejercicio 5 del Epigrafe 7 del
texto, donde se combinan otros casos de descomposicion factorial estudiados.

También se pueden poner ejercicios de demostracion como el ejemplo 9 de la
p.141 del M.E.M.




En la ejercitacion de Ruffini aparecen polinomios de mas de cuatro términos, que
aungque no se exige, pueden proponerse para ilustrar que se procede de la misma
manera.

Ecuaciones e inecuaciones racionales enteras

Lo fundamental que debe lograr el profesor en estas clases es que los alumnos
continten desarrollando habilidades en la solucién de ecuaciones e inecuaciones. En
esta parte se dedica especial atencion a la solucién de problemas.

Es conveniente, antes de iniciar la resolucion de las ecuaciones lineales, modulares
y cuadréticas, recordar brevemente el procedimiento de solucién:

Puede introducirse a través de un problema o a partir de ejemplos de cada tipo de
ecuacion para que la identifiquen y elaboren con sus palabras un procedimiento general
para su resolucion, concluyendo que:

En la lineal: se despeja la variable, que solo aparece elevada al exponente uno,
transponiendo los términos que la acomparian.

Por ejemplo: 3x -9 =27

3x=27+9
3x =36
Xx=12
En las modulares:Para introducir las ecuaciones modulares se debe reactivar el
concepto de médulo o valor absoluto, es decirque: | a|=a si a=0 | a
|=-a si a<0

Los propios alumnos pueden inferir a través de ejemplos, el procedimiento para la
solucion de estas:
Por ejemplo: a) |4x-10| =6
4x-10=6 o0 4x-10 =-6 (resultando dos ecuaciones lineales)
luego, X=4 o] x=1
b) [x-4]=-1 (Imposible, porque | a | >0)
En las modulares se aplica la definicion de modulo o valor absoluto.
En las cuadraticas, debe aparecer una variable elevada al exponente dos. Para
resolverla no se despeja la variable, sino que hay que reducirla a dos ecuaciones
lineales y resolver estas o utilizar la férmula de resolucion. En ambos casos primero se
transforma de modo que un miembro sea cero.
Por ejemplo: a) 2x? +6x =8
x2+3x-4=0
x+4)(x-1) =0
x+4=0 0 x-1=0
=-4 0 x=1
Otra diferencia es que las lineales siempre tienen una unica solucién si su dominio
es IR vy las cuadraticas pueden tener dos soluciones, una solucién o ninguna solucion,
en dependencia del signo del discriminante (positivo, cero o negativo respectivamente).
Esta situacion debe quedar clara en la seleccion de los ejercicios.
Es bueno también que el profesor aclare que en estas ecuaciones, la comprobacion
se hace solo para autocontrolar el trabajo de calculo (o el procedimiento utilizado) y
saber si se cometio o no algun error, pero que desde el punto de vista matematico no es
necesaria. Posteriormente veran ecuaciones donde la comprobacion si es obligatoria.
Una seleccion entre los incisos de los ejercicios 1y 2 del Epigrafe 10, permitira activar
las habilidades de los alumnos en la solucion de ecuaciones que conducen a lineales y




cuadréticas. En el epigrafe 2.3.1 del M.E.M se trabajan las ecuaciones lineales y en el
ejemplo 2 b) de la pagina 103 se plantea una ecuacion modular que conduce a dos
ecuaciones lineales. Para la ejercitacion pueden seleccionarse ademas, ejercicios
similares a los ejemplos del epigrafe 2.4.1 del M.E.M. sobre ecuaciones cuadraticas.
Pueden proponerse ejercicios como el siguiente que involucra el concepto de
ecuaciones equivalentes:
¢, Cudles de las siguientes ecuaciones son validas para todo numero racional x?¢ Cuales
son equivalentes a 10x - 4(x - 2)=507?

D-x=7
(2)-4(x-1)=46-10x
(3) 4x+8:_8X2+16

(D) -4(x-2)+x(x-2)=(x—4)(x-2)

(5) (x — 2)2 —15x = (x — 23)(X - 2)

Da ejemplos de ecuaciones equivalentes a 10x-4(x-2)= 50. Fundamenta tu
respuesta.

Puede ademas incluirse algun despejo de variable en una férmula que no es mas
gue resolver una ecuacion que expresa algun principio, regla o resultado general de
indole matematica, fisica, quimica, biologica o relativa a cualquier otra ciencia, por lo
gue saberlas despejar resultan de gran utilidad (Seleccionar del ejercicio 3 del epigrafe
10 u otros creados por el profesor).

Es importante analizar que dentro de las ecuaciones algebraicas diferenciamos las
ecuaciones racionales enteras, que reciben este nombre porque con la variable solo se
realizan las operaciones de adicion, sustraccién, multiplicacion y potenciacion (con
exponente natural): a,x" +a, X"t +..+ax+a,=0conan=0

nelN,xelR,aelR(i=1,...,n)

En este caso n es el grado de la ecuacion. Cuando se estudie el dominio de los
ndmeros complejos se tomara este como dominio de definicion de las variables.

Podran reflexionar con los alumnos ¢Las ecuaciones lineales y cuadraticas son
ecuaciones racionales enteras? (Son casos particulares de ecuaciones racionales
enteras). Para las ecuaciones de tercer y cuarto grados no estudiaremos las férmulas
de resolucion mediante radicales, trataremos de aplicar en lo adelante lo estudiado
sobre descomposicion en factores y la divisibn de un polinomio por un binomio, en
particular, lo relativo a la regla de Ruffini. Debe comentarse que las ecuaciones de
grado igual o superior al quinto no tienen solucién mediante radicales.

El procedimiento para la resolucion de problemas esta resumido en el libro de texto
en el recuadro de la pagina 52.

En la ejercitacion del Epigrafe 11 los problemas del 1 al 24 conducen a una
ecuacion lineal y el resto a ecuaciones cuadraticas. En la seleccion que el profesor
haga para sus clases, debe combinarlas para que el alumno realmente razone y no
sepa a priori de qué tipo se trata, ademas, de proponer algun problema de corte
geomeétrico, como por ejemplo:

En un terreno que tiene forma rectangular, cuya area es 778,24 m?, el largo excede
en 4,8 m al ancho. Halla las dimensiones del terreno.

Los problemas de tanques y de disolucion como los que se ilustran en los Ejemplos 4 y
5 del texto del Epigrafe 11 se deben resolver.



Inecuaciones lineales, modulares y cuadraticas.

Lo esencial en este punto esencial es que dominen el procedimiento de resolucion
de inecuaciones, especialmente las cuadraticas y las modulares que son las que
aprenden por primera vez en este grado. En este caso se centra la atencion en la
resolucién de inecuaciones que conducen a las inecuaciones lineales y cuadraticas ya
conocidas

Al tratamiento de las inecuaciones lineales no debe dedicarsele mucho tiempo, solo
se debe activar el procedimiento ya conocido y destacar sus analogias y diferencias con
el procedimiento de solucion de la ecuacion. Es esencial insistir en que al transponer el
coeficiente de la variable el signo se mantiene o se invierte segun el signo del
coeficiente sea positivo 0 negativo respectivamente. Es importante ademas precisar que
de no decirse lo contrario, se asumira que el dominio de definicion de las variables es el
dominio de los nimeros reales y que la solucién se representa graficamente mediante
un intervalo.

El ejercicio 1 del Epigrafe 12 es apropiado para activar las habilidades de los
alumnos en la solucidn de inecuaciones lineales, asi como los ejemplos y ejercicios del
Epigrafe 2.3.3 (pagina 120 del M.E.M).

En relacién con las inecuaciones modulares debe quedar primeramente clara la
definicion de valor absoluto, es decir:

1) | x| <centonces-c < x < ¢ 2) | x| >centoncesx < ¢ 6 x >c

Se recomienda proponer el ejemplo 5 (p.123 del M.E.M.) y el ejercicio 38 (p.132 del
M.E.M) u otros similares.

Se sugiere demostrar la desigualdad triangular, planteando un ejercicio como el
siguiente:

Demuestra que |a+b|<a/+b

,a e Q,b e Q, teniendo en cuenta que para todo nimero
racional a se cumple:—ja <a<lal.

El tratamiento de las inecuaciones cuadraticas se debe apoyar en el tratamiento de
las funciones cuadréticas que ya conocen de noveno grado, para que comprendan mas
facilmente lo racional del procedimiento para su resolucion.

Es importante analizar los signos del trinomio de segundo grado con coeficiente
positivo. Para ello pueden apoyarse en las explicaciones que aparecen en el epigrafe
12 y en la figura 1.11 que ilustra los tres casos posibles.

El andlisis del Ejemplo 2 del texto (pagina 61) muestra las dificultades mas comunes
que se presentan en la solucién de inecuaciones cuadraticas. En su analisis es muy
importante destacar que cuando un factor esta elevado a exponente par, su signo
siempre es positivo o es cero (Ejemplos 2 cy d). En el Ejemplo 2e) se ilustra el caso en
gue el signo del trinomio es positivo y el uso del calculo del discriminante para decidir
rapidamente este hecho.

El Ejercicio 2 del epigrafe 12 presenta una variedad de ejercicios que son
adecuados para desarrollar en los alumnos habilidades en la solucion de estas
inecuaciones.

Para los alumnos mas aventajados sugerimos orientar los ejercicios del 55 al 61 del
M.E M (pagina 171-172) que son de aplicacién y/o demostracién de este contenido;
pueden ademas seleccionarse ejercicios del epigrafe 2.4 y del Capitulo 2.5 del M.E.M.
2.2 Fracciones algebraicas/ Operaciones con fracciones algebraicas/

Ecuaciones e inecuaciones fraccionarias (15h/c)
En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en esta unidad tematica



Conceptos Relaciones Procedimientos

Ecuaciones lineales y Simplificar y factorizar
cuadraticas polinomio

}

Inecuaciones lineales y
cuadréticas

Resolver ecuaciones
lineales y cuadraticas

Representar intervalos y
operaciones con intervalos

Resolver inecuaciones
lineales y cuadraticas

Fraccion Simplificar una
algebraica > fraccion algebraica

|

_ Multiplicar y dividir
Ecuacion ——  fracciones
fraccionaria algebraicas

Calcular el m.c.m. de

Inecuacion dos o0 mas polinomios
fraccionaria

Adicionar y sustraer
fracciones
algebraicas

Resolver ejercicios
donde aparezcan las
operaciones
combinadas

Resolver ecuaciones e
inecuaciones
Esquema fraccionarias

Simplificacién y calculo con fracciones (9h/c)
El contenido de estos puntos esenciales aparecen en los epigrafes 8, 9 ,10 y 12 del
libro de texto.

Lo fundamental que debe lograr el profesor en estas clases es que sus alumnos
continten desarrollando habilidades en la descomposicion factorial y la apliquen en la




simplificacion y la multiplicacion y division de fracciones, y que aprendan a adicionar y
sustraer fracciones algebraicas.

Debe partirse de problemas que ilustren la utilidad de lo estudiado. En estas clases
el método debe ser la ilustracion mediante ejemplos y la ejercitacion en forma
independiente.

Los Ejemplos 1y 2 del epigrafe 8 pueden ser utilizados para ilustrar las cuestiones
bésicas que son:

e La simplificacion de monomios
e La necesidad de descomponer en factores para simplificar
e La posibilidad de simplificar mediante un cambio previo de signos

En la multiplicacion y division hay que tener en cuenta los tres aspectos anteriores y
las reglas de calculo respectivas como se ilustra en el ejemplo 2.

En la adicién y sustraccion hay que garantizar como una condicién previa que los
alumnos sepan determinar el minimo comudn multiplo de dos o mas polinomios. Para
ello es necesario que comprendan la completa analogia que existe con el procedimiento
respectivo en aritmética:
16y 24 16=24 ; 24=2%83 m.cm: 3. 24
X2 -9y x3-3x2 X2 -9 = (x+3)(x-3) ; x® -3x2 =x%(x-3) m.c.m: x? (x+3)(x-3)

En ambos casos se descompone en factores y se toman todos los factores,
comunes y ho comunes, con Su mayor exponente.

La ejercitacion del Epigrafe 8 es adecuada para proponer a los alumnos, los
ejercicios 2, 6 , 7y 8 y del Epigrafe 9 los ejercicios 3, 4 y 5 no deben dejar de ser
propuestos.

El ejercicio 2 debe proponerse, al inicio, a aquellos alumnos que presenten mas
dificultades en la comprension del procedimiento. El ejercicio 6 es también importante
pues se combinan las cuatro operaciones basicas con fracciones.

Es conveniente el andlisis de los ejemplos 1 de los diferentes acapites del epigrafe
3.2.1 (pagina 196-200) del M.E.M, asi como una seleccién de los ejercicios del epigrafe
3.2, como por ejemplo, el 5, 7, 8, 9, ....19, 20....24 y otros donde se desarrollen las
habilidades de fundamentar, semejante al 16 de la p. 228.

Ecuaciones e inecuaciones fraccionarias

Es conveniente antes de iniciar el procedimiento de resolucion de las ecuaciones
fraccionarias en una variable, el que sepan reconocerlas (donde aparezcan nimeros y/o
variables en el denominador, para que vean la diferencia) y concluyan que las
ecuaciones fraccionarias en una variable son aquellas en aparecen fracciones
algebraicas .

El andlisis del Ejemplo 3 del libro de texto es muy ilustrativo, pues 'se trata de la
resolucion de tres ecuaciones fraccionarias con caracteristicas diferentes:

e La primera conduce a una lineal y no se introducen raices extrafas

e La segunda conduce a una lineal, pero la solucién de ella, no es solucién de la
original. Es una raiz extrafia y se muestra la necesidad de comprobar en la ecuacion
original.

e La tercera conduce a una cuadratica y una de sus raices es solucion de la ecuacion
original y la otra no lo es, es una raiz extrafia.

El Ejemplo 1 inciso b) del M.E.M (pagina 203) resulta también muy importante, pues
€s una ecuacion que resulta ser una identidad.

El profesor debe dejar claro que en el procedimiento de solucion de estas
ecuaciones hay que eliminar los denominadores. Para ello se multiplican ambos
miembros por el minimo comun multiplo y al multiplicar, los valores de la variable que




hacen cero al minimo comdn mudultiplo pueden ser soluciones de la ecuacién
transformada, pero no de la original, pues son precisamente los valores que no estan en
su dominio de definicion.

Por lo anterior, se debe comprobar en la ecuacion original o en lugar de hacer la
comprobacion, se debe analizar si las soluciones halladas pertenecen o no al dominio
de definicion de la ecuacion.

Se debe recordar que para que dos ecuaciones sean equivalentes tienen que tener
el mismo dominio de definicidon y conjunto solucién. Estas ecuaciones por ejemplo, no
son equivalentes.

X+ 1 -5+ b (1) 2x+10=0 (2)
X+5 X+5

X=-5 no pertenece al dominio x=-5

S;=0 S, ={-5}

Para la ejercitacion pueden seleccionarse los ejercicios 4 y 5 del epigrafe 10, asi
como una seleccion de los ejercicios del epigrafe 3.2 del M.E.M.

En el tratamiento de las inecuaciones fraccionarias solo hay que explicar que para
resolverlas es necesario transformarlas, al igual que en las cuadréticas, de modo que la
comparacién sea con cero. De este modo el problema se reduce a analizar el signo de
la fraccién algebraica que aparece en un miembro de la desigualdad. Para ello, como
una fraccidbn no es mas que el cociente de dos polinomios es conveniente analizar
donde cambia el signo del numerador y donde el del denominador. En el ejemplo 3a)
del epigrafe 12, utilizamos el procedimiento ya conocido de analizar un trinomio de
segundo grado (buscando los ceros si los tiene) y en el denominador, aparece una
expresion lineal que cambia su signo a la derecha y a la izquierda de su cero. Se tiene
entonces, en una recta numérica, los intervalos que los ceros determinan, x = -1, x= 2,
x= 5; en este ejemplo se puede representar graficamente, en un sistema de
coordenadas, la parabola y la recta, para analizar los cambios de signo, concluyendo
que en los intervalos donde los gréaficos de ambas tienen el mismo signo el cociente es
positivo y cuando tienen diferentes signos, el cociente es negativo.

Debe destacarse mediante los restantes incisos del Ejemplo 3 el procedimiento a
seqguir:

e Se transforma la inecuacion de modo que la comparacion sea con cero.

e Se cambian los signos del numerador (0 denominador) de modo que los coeficientes
de la mayor potencia de la variable sean positivos (Invertir el signo de la desigualdad si
solo se cambio en el numerador o en el denominador).

e Se descompone en factores el numerador y el denominador.

e Se determinan los ceros de todos los factores, excepto los que estan elevados a
exponente par, que siempre son positivos.

e Se decide el signo de cada intervalo (de los determinados por los ceros) a partir del
primero, comenzando por la derecha, que siempre es positivo, y alternando los signos
en los restantes.

e Se escribe la solucion, analizando la inecuacion dada.

En la solucion hay que tener en cuenta excluir o no los extremos de los intervalos (o0
valores intermedios de ellos) atendiendo a que los ceros del denominador hay que
excluirlos (pues no estan en el dominio de la fracciéon) y a que la desigualdad sea
estricta o no.

El Ejercicio 3 del Epigrafe 12 es adecuado para fijar el procedimiento anterior.



El profesor puede seleccionar ademas, ejercicios del Epigrafe 3.2 del M.EM, los
cuales permiten integrar los contenidos de esta unidad teméatica
2.3. Ecuaciones con radicales (6 h/c)
En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones vy

procedimientos que se tratan en esta unidad tematica

Conceptos Relaciones Procedimientos
Potencia de Propiedades de las Calcular con potencias
exponente racional ——>  potencias de — de exponente racional

exponente racional y con radicales
—— Raiz n-ésima
Propiedades y
Radicales operaciones con
semejantes radicales

Ecuaciones con - Resolyer
radicales ecuaciones con
radicales

Esquema

El contenido de esta unidad tematica aparece en el Epigrafe 11 del Capitulo 2 del
libro de texto.

Lo esencial es que los alumnos desarrollen habilidades en la resolucion de
ecuaciones con radicales. La via metodolégica fundamental para su tratamiento es a
partir de la resolucion de problemas. También es conveniente en este momento inicial
hacer un breve recuento de las clases de ecuaciones que ha estudiado hasta el
momento.

Después de este recuento, puede solicitarse a los alumnos poner ejemplos de
ecuaciones con radicales como un nuevo tipo de ecuacion que van a estudiar, y tratar
que sean ellos los que expresen el concepto de ecuacién con radicales, lo cual el
profesor redondeara hasta que quede expresado como aparece en el recuadro del
Epigrafe 11 del texto. Se les pueden ofrecer impulsos para que ellos mismos obtengan
el procedimiento general de soluciones de estos tipos de ecuaciones, de manera que
lleguen la procedimiento que aparece en el texto en la p. 121.

Se debe insistir en que la comprobacién de los valores encontrados es obligatoria y
se hace en la ecuacion original, y que esto es necesario porque en el proceso de elevar
al cuadrado pueden introducirse raices extrafas.

Deben decirle ademas, que los valores que no satisfacen la misma se denominan,
como en las ecuaciones fraccionarias, soluciones o raices extrafias.

Un ejemplo sencillo que puede utilizarse para ilustrar la introduccion de raices

extrafias es: Jx+2x=0 (1)
Jx = -2x
X=4x% (2)

4x2-x=0



X (4x-1) =0

x1=0 ; X2=1
4

Puedes comprobar rapidamente que x = 2 no es solucion de la ecuacion original (1),

pero si de la transformada (2)

Se puede ver que para transformar la ecuacion (1) en la (2) se elevo al cuadrado en
ambos miembros.

Cuando se tiene una ecuacion, digamos: x=a y se eleva al cuadrado en ambos
miembros se obtiene otra: x> = a?, luego x?>-a’=0, (x+a)(x—a)=0 que contiene las
soluciones de x=a, x=-a .

Seguidamente se debe analizar el Ejemplo 1 del Epigrafe 11 pues se presentan
casos en que todos los valores de la variable encontrados satisfacen la ecuacion,
alguno lo satisface (hay raices extrafias) o ninguno satisface la ecuacion.

Para la ejercitacion pueden utilizarse los ejercicios 1y 2 del Epigrafe 11. En
particular en el ejercicio 2, incisos f), g),y h) se incluyen ecuaciones fraccionarias con
radicales donde se combinan los procedimientos de ambos tipos de ecuaciones. En el
caso de los incisos i) y j), se combinan con ecuaciones logaritmicas que deben
resolverse por reflexiones logicas utilizando la definicion 1 del Epigrafe 5.

Para las clases destinadas a la consolidacion puede seleccionarse el ejercicio 8 del
Capitulo 2 y ejercicios de las videoclases de la unidad 1 de onceno grado.

2.4. Sistemas de ecuaciones (10 h/c)
En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones y

procedimientos que se tratan en esta unidad tematica



Conceptos Relaciones Procedimientos

Sistema de

) Resolver ecuaciones
ecuaciones

lineales y cuadraticas
&llucion de un sistema de

ecuaciones Resolver sistemas de dos
Interpretacion geomeétrica de — ecuaciones lineales con dos
la solucion de un sistema de incognitas

ecuaciones

Resolver sistemas de tres
ecuaciones lineales con tres
incognitas

v

Resolver ejercicios con
—> texto y problemas

v

Resolver sistemas
cuadraticos

—»

Esquema

EL TRATAMIENTO DE ESTE CONTENIDO COMIENZA EN EL EPIGRAFE 13 CON
LA REACTIVACION DE LOS SISTEMAS DE DOS ECUACIONES CON DOS
INCOGNITAS, Y EN LOS EPIGRAFES 14 Y 15 CON LOS SISTEMAS DE TRES CON
TRES Y CUADRATICOS.

La profundizacién que se hace de esta tematica en este grado esté en el tratamiento

de los sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas y los cuadraticos y la inclusion
de ejercicios con texto y problemas que conducen a sistemas lineales y cuadraticos.
La condicion previa fundamental para el estudio del procedimiento de los sistemas de
tres con tres, es el procedimiento de solucion de los de dos con dos. Aqui se trataran
tanto el método de sustitucion como el de adicion y sustraccion. En ambos casos si se
debe lograr que el alumno comprenda que la idea fundamental del procedimiento es
(cualquiera sea el que se utilice), eliminar una de las dos variables y reducir el sistema a
una ecuacion lineal en una sola variable.

En el andlisis de los distintos incisos del Ejemplo 1 del Epigrafe 13, a partir del
conocimiento de que cada ecuacion en dos variables representa una recta, el profesor
tiene la oportunidad de ilustrar graficamente lo que significa en un sistema tener:

e Una sola solucion (dos rectas que se cortan en un unico punto)
e Ninguna solucion (dos rectas paralelas no coincidentes)
e Infinitas soluciones (dos rectas coincidentes)



En el dltimo caso debe precisarse como se escribe el conjunto solucion destacando
que una variable toma todos los valores reales y la otra, depende de los valores que
esta tome.

Incisos seleccionados del ejercicio 1 del Epigrafe 13 pueden proponerse a los

alumnos para activar sus habilidades; en cada caso debe discutirse la via de solucion
mas racional, aunque no se debe obligar a los alumnos a seguir un determinado
procedimiento, estando naturalmente el profesor en la obligacion de indicar las vias mas
racionales, como por ejemplo, en los incisos i), 0),y p) del ejercicio 1 donde lo mas
indicado es hacer un cambio de variable.
En esta primera parte debe dedicarse mayor numero de clases al tratamiento de los
problemas que conduzcan a sistemas de ecuaciones ya que este contenido no es
nuevo para ellos; es util insistir en la necesidad de analizar bien el texto, asi como lo
que se pregunta, ademdas de exigir que declaren previamente las variables. Para la
seleccién de los problemas el profesor puede apoyarse en los del Epigrafe 13 y en los
del Epigrafe 3.3 del M.E.M.

En el tratamiento de los sistemas de tres ecuaciones con tres variables se debe
ilustrar que la idea fundamental es reducirlo a uno de dos con dos y resolver este
altimo. Para ello en el libro de texto se ejemplifica solo el método de adicion y
sustraccién aunque el de sustitucion también puede ser utilizado.

Para la ejercitacidbn se puede seleccionar el ejercicio 1 del Epigrafe 14, los del
ejercicio 2, pueden proponerse a los mas aventajados destacando de nuevo, en los
incisos del c) al e) la conveniencia de hacer un cambio de variable. Todos los
problemas del epigrafe 14, excepto los del 12 al 14 que pueden proponerse a los mas
aventajados; ademas proponer una seleccion de los ejercicios y problemas del epigrafe
3.3.2 del M.E.M.

En el tratamiento de los sistemas cuadraticos, lo fundamental que debe lograrse en
estas clases es la comprension del procedimiento de solucion por parte de los alumnos
y que vean su analogia con los sistemas lineales (en cuanto al procedimiento) y sus
diferencias pues en este caso obtienen una ecuacion cuadratica y no lineal.

En este caso debe también trabajarse mediante ejemplos que ilustren cémo se
procede y en especial destacar cuando estos sistemas tienen dos, una o ninguna
solucion y la relacién que ello tiene con el discriminante de la ecuacion cuadrética que
resulta.

Los ejercicios del Epigrafe 15 son todos adecuados para fijar el procedimiento de
solucion.

Es importante destacar que los ejercicios del Capitulo 1 del libro de texto, asi como,
una seleccion de ejercicios de los Capitulos 2.5 y 3.4 del M.E.M. pueden ser propuestos
en clases de consolidacién o irlos intercalando en la medida que se van tratando los
contenidos correspondientes.

UNIDAD 3. las Funciones modulares/ Las funciones potenciales y sus inversas (30 H/C)

INTRODUCCION

Esta unidad da continuacién al trabajo con funciones, cuyo concepto se comienza
a formarse desde los primeros grados y que se introduce de manera explicita en la
Educacion Media Basica con el estudio de las funciones lineales y cuadraticas. En el
10mo grado esta unidad tiene el propdésito de profundizar y sistematizar este concepto,
a la vez que se introducen nuevas propiedades y otros tipos de funciones.



Los conocimientos que son tratados en esta unidad tienen como antecedentes, en
la Secundaria Basica, el estudio del concepto funcién como una correspondencia entre
dos conjuntos y el tratamiento de las funciones lineales y cuadraticas. Previo al estudio
de la funcion lineal, en la Ensefianza Primaria, se define proporcionalidad directa y se
expresa mediante una funcién lineal definida en cierto conjunto que tiene como
ecuacion y =kx (k es un numero real distinto de cero).De igual forma se define la

funcién de proporcionalidad inversa.

En los programas de Matematica 10mo grado, vigentes hasta el curso 2012-2013, solo
se trataban los contenidos correspondientes a las funciones lineales y cuadraticas, para
las cuales se grabaron 16 teleclases (75-92). Este nuevo programa incorpora otras
funciones que se trabajaban en 11lno grado: La funcion modular y las funciones
potenciales y sus inversas, con especial énfasis en las definidas en un subconjunto de
IR por medio de y=x", y=x°, y=+x y y=%x0 que se obtienen de estas al
modificar la gréfica que las representa mediante una traslacion en la direccion de los
ejes de coordenadas o mediante una dilatacion, contraccion, o reflexion respecto al eje
de las abscisas.

Objetivos de la unidad

Los estudiantes deben ser capaces de:

»Describir mediante gréficos o ecuaciones funcionales el comportamiento de
situaciones de la realidad que se modelan mediante funciones lineales, modulares,
cuadréticas y potenciales, aplicando sus propiedades.

= Interpretar informaciones sobre situaciones de la realidad que se modelan mediante
funciones lineales, cuadraticas, modulares y potenciales dados sus gréaficos, sus
ecuaciones o sus propiedades.

= Interpretar las propiedades de las funciones — y en particular de las funciones
lineales, modulares, cuadraticas y potenciales — a partir de su representacion
algebraica y geométrica.

»Elaborar conjeturas, fundamentar y demostrar relaciones, propiedades vy
regularidades de funciones lineales, modulares, cuadraticas y potenciales,
aprovechando las ventajas que ofrecen asistentes matematicos como el GeoGebra.

Formular y resolver problemas de la vida practica de caracter politico ideoldgico,
econdémico- social y cientifico - ambiental, que se modelen mediante funciones lineales,
modulares, cuadréaticas y potenciales, sobre la base del dominio del concepto funcién
(como una correspondencia entre dos conjuntos o como un conjunto de pares
ordenados) y de poder transferir de una forma de representacion a otra de estas
funciones segun las demandas de la situacién planteada.

Lo esencial a lograr en esta unidad es la sistematizacion y profundizacion del
concepto funcidon mediante el estudio de las funciones lineales y cuadraticas (que los
alumnos estudiaron en la Secundaria Basica), la funcion modular y algunos ejemplos de
funciones potenciales, que se introducen en este grado. Esto se manifiesta en el
reconocimiento de la propiedades de las funciones en diferentes representaciones; en
la interpretacion de estas desde diferentes areas de la matemaética, otras disciplinas y
en situaciones donde tienen sentido, en la fundamentacion y demostracion de
propiedades y relaciones relativas a ellas y en la resolucién de ejercicios y problemas
intramatematicos y extramatematicos en los cuales se requieren de los conocimientos
sobre las funciones estudiadas.

Para lograr lo anterior es necesario que los alumnos puedan:

» Traducir del lenguaje comun al algebraico y viceversa situaciones de la vida cotidiana.



» Calcular valores funcionales a partir de la ecuacion de la funcién y hallar pares
ordenados que pertenecen a una funcion, desde diferentes formas de representacion.
»Representar graficamente y reconocer las propiedades de funciones lineales,
modulares, cuadraticas y potenciales, fundamentalmente para n=-1,2 y 3 y sus

inversas en cualquiera de sus formas de representacion.
» Esbozar el grafico y reconocer las propiedades de una funcion definida en cierto
conjunto por medio de una ecuacion de la forma y =af(x+d)+e (a,d,eeR:a=0)a

partir del grafico de f .

» Plantear ejemplos de aplicaciones de las funciones a situaciones de la vida préactica y
otras ciencias, sobre la base de comprender el significado que tienen las propiedades
de las funciones estudiadas en diferentes situaciones en que estas tienen sentido
(algebraica, geométrica, fisica, economia, etc.).

= Elaborar conjeturas, fundamentar y demostrar relaciones, propiedades y regularidades
de las funciones estudiadas, aprovechando las propiedades de los asistentes
matematicos.

» Formular y resolver ejercicios y problemas donde es necesario aplicar las funciones
estudiadas en sus diversas formas de representacion y sus propiedades, en particular,
problemas de optimizacion.

=Reconocer la existencia o no de funcion inversa y determinar la ecuacion
correspondiente, grafico y propiedades.

= Construir funciones que satisfacen determinadas condiciones.

» Determinar términos proximos y lejanos y la ley de formacion de una sucesion
numeérica.

Estructura interna de la unidad 3



Concepto de funcién

e Funcién como una correspondencia entre dos conjuntos
e Funcién como un conjunto de pares ordenados

L 5 Funciones lineal, cuadratica y modular

e Funcion lineal (y =mx+n)
e Funcion cuadratica (y = ax® + bx +c)

e Funcion modular (y =[x

Problemas sencillos de optimizacion

— Funciones potenciales y sus inversas

Funcion potencial cuadratica (y = x?)

e Funcion potencial ctbica (y = x*)
e Funcion de proporcionalidad inversa (y = 1 ).
X

e Generalizacion de las propiedades de las funciones
potenciales

e Definicién de funcién inversa
1

e Funcion raiz cuadrada (y = x2 =~/x ).
1
e Funcién raiz ctibica (y = x3 =3/x ).

Esquema

De esta estructura se derivan las siguientes unidades tematicas.
e Repaso y profundizacion. La funcién modular.
e Funciones potenciales y sus inversas.

Sub- | -6 ntenidos hic
unidad
3.1. Repaso y profundizacién. La funcién modular. 17

Definicion de funcion como una correspondencia entre conjuntos y
como un conjunto de pares ordenados de numeros reales. Analisis de




correspondencias dadas en distintas formas para decidir si son o no
funciones de un conjunto A en otro B. Dominio de definicion vy
conjunto imagen de una funcion. Distintas formas de representar una
funcion. Funcién numérica. Funcion lineal como ejemplo de funcién
numerica: ecuacion, variable independiente (o pre imagen), variable
dependiente (o imagen), casos particulares (funcién constante, de
proporcionalidad directa e idéntica), representacion grafica, dominio,
conjunto imagen, cero, signo y monotonia.

El concepto de funcion cuadratica. Representacion grafica, dominio,
imagen, ceros, monotonia, signos y paridad. Dilatacion y contraccion
de la gréfica de f: IR—IR con y= f(x) = x2. Reflexién respecto al eje x.
Traslacién de una parabola en la direccion de los ejes coordenados.
Deduccién de la formula para calcular la abscisa del vértice de la
pardbola que representa graficamente la funcibn cuadratica.
Ejercicios y problemas sencillos de optimizacién. Representacion
grafica de datos sobre fendmenos naturales y sociales utilizando el
concepto de funcion cuadrética.

Definicion de funcion par. Andlisis de las funciones de la forma

y =ax’ +c(xelR, a,celR ;a=0) como funciones pares.

Definicion de médulo o valor absoluto de un nimero real. Definicién
de la funcion modular como una correspondencia entre conjuntos y
como un conjunto de pares ordenados de numeros reales, de la

forma (x;[x|). Distintas formas de escribir la ecuacién funcional.
Representacion grafica de funciones modulares definidas en
diferentes dominios. Dominio de definicién, imagen, ceros, signos,

monotonia, extremos, simetria del gréafico. Analizar las propiedades
de funciones dadas por medio de ecuaciones de la forma

y= a\x —b\ +c(a,b,celR ;a=0), variando su dominio.




3.2

Funciones potenciales y sus inversas
Concepto de funcion potencial. Funciones potenciales ya estudiadas.
Funciones potenciales representadas por una ecuacion de la forma

y=x’. Representacion grafica. Dominio de definicion, conjunto
imagen, ceros, signos, monotonia, extremos, simetria del gréafico.
Definicion de funcion impar. Analizar las funciones dadas por una

ecuacion de la forma y=ax’+c( xelR, a,ceR :a=0) como

funciones impares.
Funciones potenciales representadas por una ecuacion de la forma

-1
Y=X" Representaci6n grafica. Dominio de definicién, conjunto
imagen, signos, monotonia, extremos, simetria del grafico, paridad.
Generalizacidon de las propiedades de las funciones potenciales para
n positivo par, n positivo impar, n negativo par, y n negativo impar.
Definicién de funcion inyectiva. Ejemplos.

Definicion de funcion inversa.

Funciones inversas de las funciones potenciales.

Las funciones reales representadas por ecuaciones de la forma
1

y = x" (nes un ndmero entero tal que n > 2). Esbozo del grafico.
1
Andlisis de las funciones de ecuaciones y =x2? (xelR:x>0) e
1
y=x® (xelR) como las funciones inversas de y=x°

(xelR:x>0)y y=x%(xelR), respectivamente. Representacion

grafica de estas funciones. Dominio de definicién, conjunto imagen,
ceros, signos, monotonia, simetria del grafico. Simetria de los
gréaficos de dos funciones inversas respecto a larecta y =x.
1
Andlisis de la funcion y =x2?(xelR:x>0) como una funcion
1

inyectiva que no es par ni impar y y = x3(x e IR)como una funcién
inyectiva impar.
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Lo esencial en esta unidad tematica radica en la sistematizacion y profundizacion
del concepto funcion, a partir de su definicibn como una correspondencia entre dos
conjuntos y como conjunto de pares ordenados, que para estar determinada requiere
gue se conozca su dominio de definicidén, conjunto imagen y ley de formacion. A partir
de estas funciones se deben formalizar las propiedades generales de las funciones y
como se manifiestan en las funciones particulares estudiadas: cero, signo, monotonia,
valor maximoy/o minimo, simetria del gréfico y paridad, inyectividad. Ademés de
identificar estas propiedades en una funcion dada en diferentes representaciones es
importante su interpretacion algebraica, geométrica y en otras areas y situaciones
donde estas propiedades tienen sentido. Otro aspecto de vital importancia en esta
unidad tematica consiste en la realizacién de ejercicios y problemas (intramatematicos y
extramatematicos) en los cuales se aplican las propiedades y la representacion grafica
de estas funciones.

En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en esta unidad tematica resaltando en el recuadro los
puntos esenciales de ésta.
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Esquema

En primer lugar en esta unidad tematica es necesario recordar concepto de
funcién que los alumnos estudiaron en la Secundaria Basica: Una funcion f de Aen B
es una correspondencia que asocia a cada elemento del conjunto A un Unico
elemento del conjunto B.

Para lograr que los alumnos reactiven este concepto se deben presentar varias
correspondencias para analizar si constituyen o no una funcion de A en B. Notese
gue siempre se debe indicar el dominio A, el codominio B y la relacién que asocia a
cada elemento del conjunto A un unico elemento del conjunto B. En este caso es
necesario provocar la reflexiéon de los alumnos mediante ciertos cambios en una
correspondencia: incorpora elementos en el conjunto A, incorporar elementos en el
conjunto B, modifica la correspondencia, etc. En todas las situaciones que se
generan con estos cambios se debe formular la siguiente pregunta: ¢ Es la siguiente



correspondencia una funcion del conjunto A en el conjunto B?. El siguiente ejemplo

puede ilustrar esta idea:?
a) b) c) d) e) f) 9)

A —»B A —»B A —»B
BEEFEE
1
[ [ [ ) 5
J\

Una vez que los estudiantes hayan comprendido el concepto de funcion como
una correspondencia entre dos conjuntos se pueden presentar nuevas situaciones
para analizar si son o no funciones de un conjunto A en otro B, por ejemplo:

a) La correspondencia de IN en IN en la que a cada numero natural le asocia su
mitad.

b) La correspondencia que a cada numero real no nulo le asocia su reciproco en el
conjunto de los niumeros reales.

c) La correspondencia que a cada palabra del idioma espafiol le asocia la cantidad
de letras que la forma.

d) La correspondencia que a cada figura plana le asocia su perimetro.

De igual forma se deberan solicitar ejemplos a los alumnos de algunas de ellas
gue sean o no funciones.

Para introducir la definicion del concepto de funcibn como un conjunto de pares
ordenados, se puede utilizar cualquiera de los ejemplos de funciones anteriores u
otro similar, un ejemplo puede ser el siguiente:

En el siguiente diagrama a cada elemento del conjunto A se le asocia su mitad que
pertenece al conjunto B.

a) Expresa esta correspondencia como un conjunto de pares ordenados (x;y) en
elcual xe AeyeB.

b) ¢ Es esta correspondencia una funcién?

c) ¢Como se puede verificar que un conjunto de pares ordenados es una funcién?

Se debe hacer comprender que la representacion de una funcidbn mediante un
conjunto de pares ordenados es muy practica, sobre todo porque la podemos
representar en un sistema de coordenadas rectangulares. Luego es de interés para la
matematica definir el concepto funcién de la siguiente manera:?

Una funcién f: X —»Y es un conjunto de pares ordenados (x;y) tal que cada

X € X aparece como la primera coordenada de solo un par ordenado.
Del analisis de la definicion resulta que una funcién f de un conjunto A (dominio de f)
en un conjunto B (codominio de f) se caracteriza por las propiedades siguientes:
1) Si(x;y)ef, entonces yeB y xeA.
2) Para cada xeA existe un yeB tal que (x; y)ef.
3) El conjunto f no contiene dos pares diferentes con la misma primera componente,
es decir, si (x; y1)ef y (x; y2) ef, entonces yi=y>.

Debe tenerse en cuenta que para que una funcidn esté determinada, debe
indicarse su dominio, su codominio y el conjunto de pares ordenados. En los casos en
que la relacion entre los elementos de ambos conjuntos se expresa mediante una
expresion analitica, es suficiente indicar el dominio.

\7/4
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3 Matematica. Décimo grado. Pagina 124.



Resulta evidente que la comprension del concepto funcidbn no se reduce a la
reproduccion de su definicibn ni tampoco a la realizacion de una serie de
procedimientos, digamos, para calcular el valor de una funcion para un argumento
dado, para determinar sus ceros (si existen) o la monotonia de la funcion. Esta
absolutizacion de su lado operacional puede conducir a que los estudiantes no
comprendan que el objeto funcidn ha sido construido de manera expresa para el estudio
de los fendbmenos sujetos a cambio y que en lugar de trabajar con variables, lo hagan
con incégnitas.

Por eso es preferible que la formacion de este concepto se realice a partir de un
conjunto de problemas que involucren situaciones de correspondencia y de variacion de
caracter intra- y extramatematico, que posibiliten discriminar lo comin que tienen
aguellas que se pueden modelar a través del concepto funcion. A partir de estos
ejemplos los alumnos deben comprender que el dominio de definicion de una funcion
gue pertenece a una clase de funciones determinada no siempre es el conjunto de los
nameros reales, por ejemplo, la funcién puede pertenecer a la clase de las funciones
lineales y su dominio no ser el conjunto de los niumeros reales.

Este transito de la situacion particular que se esta analizando a un objeto abstracto,
como es el de funcion, acarrea no pocas dificultades a los estudiantes. En este sentido
es recomendable que ellos realicen este proceso en sentido inverso, es decir, que a
partir de una funcién dada puedan poner ejemplos de situaciones representativas que
se modelan a través de esta.

Profundizando sobre este particular, se considera que en el concepto funcion hay
tres aspectos esenciales a tener en cuenta: uno es el de correspondencia, otro es el de
covariacion (variacion conjunta de los argumentos Yy los valores de la funcién) y el
tercero, es su caracter de objeto matematico con el cual se opera y se establecen
relaciones.

Este aspecto de la covariacion no se toma en consideracion en muchas ocasiones.
Por ejemplo, no siempre se aprovecha en el desarrollo de un pensamiento proporcional
en los nifios, de modo que en situaciones de proporcionalidad comprendan que a un
multiplo dado de una cantidad de magnitud corresponde el mismo multiplo de la otra
cantidad de magnitud, que a la suma de las cantidades de una magnitud corresponde la
suma de las cantidades correspondientes de la otra, y que a diferencias iguales de una
cantidad de magnitud corresponden diferencias iguales de la otra. De este modo los
alumnos deben poder poner ejemplos de funciones fi; R—»>R (i=1,2,3), para las que se
cumpla para todo X, y de su dominio y nimeros reales ay B cualesquiera :

a) f2(ax)= afz(x)

b) fu(x +y)=f1(x)+ fu(y)

c) fs(x) —fs(y)=k (x—y)

Es preciso tener en cuenta, ademas, que los estudiantes se enfrentan en el
proceso de elaboracion del concepto funciébn a los mismos obstaculos que se
presentaron a lo largo de su evolucion. Es conocido que el concepto funcién se
concibié sucesivamente como variacion, proporcion, grafica, curva o ecuaciéon hasta
llegar a su definicion actual (Ruiz Higueras, 1998). Por eso no es de extrafiar que
muchos estudiantes consideren que una funcidon es una curva, especificamente la
trayectoria de puntos en movimiento, o una ecuacion.

La valoracién de los hitos en el desarrollo historico del concepto funcién, vinculados
a las condiciones socioecondmicas y culturales de cada momento, las dificultades que
se debieron superar, las personalidades que hicieron posibles los avances, y los
ulteriores desarrollos, son aspectos a valorar en las clases y en el estudio individual



por los estudiantes, para favorecer los aspectos formativos y lograr que los estudiantes
se percaten que muchos obstaculos que presentan en su aprendizaje se corresponden
con los que se manifestaron en el desarrollo de los contenidos matematicos.

Expresiones como “dada la funcion y=f(x)...” o “dada la curva y=f(x)...” se
introducen en el lenguaje y de este modo se transforman en metaforas que inducen a
pensar que una funcién es o bien una ecuacion o bien una curva. Por eso, ademas de
cuidar el lenguaje que se utiliza, se debe evitar trabajar exclusivamente con funciones
gue se pueden describir a través de una expresion analitica, y cuyo grafico es una curva
continua, salvo en un conjunto finito de puntos, pues esto contribuye a la concepcién
arriba sefalada. Poner ejemplos de funciones no elementales como la siguiente, que
tiene un conjunto numerable de discontinuidades, resulta imprescindible para
comprender el concepto funcion.

*

Esto explica también por qué los estudiantes no reconozcan a veces que un
conjunto discreto de puntos en un sistema de coordenadas cartesiano puede
representar una funcion, o que una sucesion es una funcion. El trabajo con tablas para
obtener algunos puntos que ayuden a esbozar mejor el gréfico de una funcién, cuyo
dominio de definicion es un subconjunto de nameros reales, conduce en ocasiones a la
idea de que los puntos representados siempre se tienen que unir a través de una linea
continua.

En la escuela se asume que el dominio de una funcién lineal o una cuadrética es IR
salvo que se especifique que su dominio es un subconjunto de este. En general, se
adopta el convenio de que cuando una funcién numérica f se define mediante una
ecuacion, su dominio es el subconjunto “mas amplio” de IR en el cual ella tiene sentido.
Ahora, si este convenio se asume en la casi generalidad de las tareas, esto puede
conducir a la idea de que para que una funcion esté determinada, es suficiente indicar
la expresion analitica que la describe. Por eso es necesario trabajar con funciones cuyo
dominio de definicion sea un subconjunto de aquel donde no hay problemas para
calcular los valores de la funcién, o con funciones definidas por ramas 0 a trozos.

Es conveniente escribir y = f(x)=...., para que queda claro que x es la variable
independiente, mientras que Yy, es la dependiente, y asi con cualesquiera letras que se
tomen como variables dependiente e independiente.

El tratamiento de las funciones lineales en el 10mo grado debe revelar la enorme
importancia que estas tienen en la modelacién de una amplia variedad de procesos y
fendmenos de la realidad objetiva. Este trabajo debe desarrollarse dando continuidad al
iniciado en la Secundaria Basica, donde se trata el concepto de funcién como una
correspondencia entre dos conjuntos y como una
relacion entre dos magnitudes, tal es el caso del
siguiente ejemplo:

El gréfico describe el comportamiento de la temperatura
“T” de una mezcla en funcién del tiempo “1”.
a) ¢ Cual fue la temperatura inicial de la mezcla?




b) ¢Cual era su temperatura de la mezcla a los 8 minutos, de haberse iniciado la
medicion?
c) ¢Durante cuantos minutos estuvo la temperatura de la mezcla ascendiendo?
d) ¢Alos cuantos minutos alcanzé los 0°C ?
e) ¢Qué temperatura tenia la mezcla a los 10 min y 30 s, de haberse iniciado la
medicion?

La creencia que adquieren algunos estudiantes de identificar la funcion lineal con su
ecuacion, los aleja de los conceptos de funcion y de ecuacién, a la vez que crea una
confusién en la interpretacion de sus definiciones. Esta situacion se podria resolver si
en las clases se realizan razonamientos heuristicos como los siguientes:

1°) y =2x+1es una ecuacion lineal en dos variables reales, cuyo dominio basico de

solucion es IR.
2°) Sus soluciones son pares ordenados de numeros reales, por tanto el conjunto
solucion estd compuesto por infinitos pares (x; y)de numeros reales.

3°) En cada uno de estos pares, para cada valor de la variable independiente “x”
existe un unico valor de “y”, es decir, se trata de un conjunto infinito de pares

ordenados de numeros reales, en los cuales no se repite la primera componente.
4°) Por tanto, el conjunto solucién de la ecuacion y = 2x+1 constituye una funcién

lineal cuyo dominio de definicion es el conjunto de todos los nimeros reales.
De esta manera, el estudiante puede comprender que el conjunto solucién de una
ecuacion de la forma y =mx+n (x eR)es un conjunto infinito de pares ordenados

(x;y) gue constituye una funcién. Esta idea se debe interpretar geométricamente en un

sistema de coordenadas rectangulares, lo cual se puede desarrollar un analisis basado

en preguntas como las siguientes:

¢ Qué tipo de grafico corresponde a una funcién lineal?, ¢Cual es la posicion, en

relacion con los ejes de coordenadas?

¢ Es funcion el conjunto de puntos situados sobre una recta perpendicular al eje de las

abscisas?

¢ Qué caracteristica debe tener un grafico, representado en un sistema de coordenadas

rectangulares, para que el conjunto de pares ordenados que lo forman sea una funcién?
El siguiente ejercicio se puede ayudar a responder interrogantes como las

anteriores, y con esto propiciar la comprension del concepto de funcion como un

conjunto de pares ordenados:

Determina cudles de las representaciones graficas siguientes corresponde a una

funcion:*

a) b) c) d) e) f)

G SR BN T TR

o|\>'< o 4 o «x |0 0| X O| X

El tratamiento de las funciones lineales debe permitir formalizar e interpretar
algunas propiedades generales de las funciones (dominio de definicién, imagen, cero,
signo y monotonia), resolver ejercicios en que la funcion esté definida en intervalos o
conjuntos numerables o discretos de puntos, relacionar, mediante las propiedades, el

Xv

4 Ver la Teleclase # 76. Matematica 10mo grado. 2004-2005.



grafico de una funcion con sus ecuaciones y dominio correspondientes y viceversa.

Otras tareas deben proporcionarles también a los estudiantes la oportunidad de
reconocer las ventajas y desventajas que puede tener trabajar con una u otra forma de
representacion de las funciones. En la tarea siguiente, los estudiantes deben interiorizar
la conveniencia de pasar a una representacion algebraica para cumplir los
requerimientos de la tarea en los incisos d), e) y f).En el gréfico siguiente se ha
representado graficamente el movimiento de tres méviles A, B, C y D, observandose en
particular que los moviles B y D tienen trayectorias paralelas.

a) Caracterice el movimiento de los moviles
A, BCyD.

b) Compare los moviles (By D)y (Cy D) en
relacién con su velocidad.

c) ¢A qué distancia se encuentran los
moviles B y D en el momento de salida?

d) ¢Al cabo de cuanto tiempo se encuentran
los moviles Ay C?

e) A los 9 s el movil B ha recorrido 13,5 m.
¢, Qué distancia ha recorrido en ese mismo °
tiempo el mévil D?

f) ¢Cuél es la velocidad del mévil C? ¢Qué L
distancia han recorrido Ay C al momento de -
Su encuentro?

Es sabido que para los estudiantes es mas facil determinar, a partir de la ecuacién
correspondiente a una funcion, sus propiedades y su gréfico, que de manera inversa,
quizads porque es lo que mas ejercitan. Se requiere entonces que los estudiantes
desarrollen otras tareas, por ejemplo, que construyan funciones que poseen
determinadas propiedades, o que determinen los parametros de la ecuacion de ciertas
funciones que pertenecen a una clase de funciones dada, a partir de sus gréficos, como
es el caso en la tarea siguiente.

Determine la funcidn a la que le puede corresponder el grafico siguiente:




Las dificultades que se presentan en el trabajo con funciones se agudizan cuando
hay incongruencia entre las representaciones de partida y la de llegada. Esto se
manifiesta, por ejemplo, al trasladar el grafico que representa una funcién definida en un
subconjunto de R por una expresion analitica, en la direccién del eje de las abscisas,
por cuanto mover el grafico de la funcién ¢ unidades hacia la derecha (la izquierda)
tiene en el registro algebraico el efecto de que el argumento de la funcién disminuye
(aumenta) en c unidades. De modo que resulta importante realizar tareas donde -con
ayuda de los asistentes matematicos- los estudiantes comprendan cémo la variacion de
los pardametros de la ecuacion correspondiente a una funcion afecta el grafico de esta, y
viceversa, como una modificaciéon de su gréfico tiene un efecto en los valores de los
parametros de la ecuacion.
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Ademas resulta necesario analizar casos limite y especiales y relacionar los
conceptos con otros ya estudiados. Los estudiantes deben tener un repertorio de
situaciones de la realidad donde tiene sentido la aplicacion del concepto dado, las
cuales deben poder evocar ante una situacion problematica determinada.

En una finca se quiere plantar una cortina rompevientos alrededor de un campo
rectangular de dimensiones n x n-1 (en m), tal como se muestra en la figura paran =3
(1 arbol x m?). ¢ Cuantos arboles se necesitan para n=4 my n=10 000 m?

A




La utilizacion de los asistentes matematicos puede ayudar a redescubrir nuevas
propiedades y relaciones. Por ejemplo:
Con ayuda del asistente matematico GeoGebra investiga:
a) El comportamiento de las funciones definidas por medio de f(x)=ax+a y
g(x)=ax?+ax+a para todo x € R. (Sugerencia: activa el rastro de cada una de
estas funciones antes de mover el deslizador a)
b) La trayectoria que describe el vértice de la parabola correspondiente a la funciéon
definida através de f(x) = ax?>+bx+c para todo x € R, al variar b.

(Sugerencia: Crea el vértice por medio de Extremo[f], activa su rastro y desplaza
b)

Asi, por ejemplo, como resultado de a) el alumno obtiene un haz de parébolas,
COmo Se muestra a continuacion:

[ GeoGebra - Funciones lineales y cuadrdticas.ggh
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Ademas pueden elaborar conjeturas acerca de cuales propiedades de las
funciones elementales se mantienen invariantes o no, al modificar los parametros de su
ecuacion o efectuar determinadas operaciones con ellas.

Por tanto, teniendo como punto de mira los objetivos a lograr a corto, mediano y
mas largo plazo, el sistema de tareas debe poner al descubierto las ideas y
experiencias previas de los estudiantes. El profesor debe determinar a partir del
diagnoéstico cuales son los obstaculos, concepciones, metaforas o creencias de las
cuales pueden haberse apropiado los estudiantes. Por ejemplo, debe proponer tareas
gue permitan revelar si los estudiantes confunden el concepto de monotonia con el de



signo de una funcioén, o el grafico de la funcién que modela una situacion, con la figura
que la ilustra, como es el caso, cuando se identifica el grafico de la distancia recorrida
por un movil -en funcién del tiempo- con la trayectoria efectuada por este.

Funcidn modular

Para introducir la funcibn modular se puede partir de un problema como el
siguiente:

Un mensajero parte de un punto hacia un campamento distante “a” metros e
inmediatamente regresa al lugar de origen.

Analizar si la situacion anterior, tomando como variable independiente el tiempo
gue demora y como dependiente, el espacio recorrido, es una funcion.
Realizar una representacion grafica de la situacion, observando que el dominio de
definicion de la funcion es un subconjunto de IR.
Relacionar las propiedades con el grafico de la funcién.
Ampliar la situacién anterior a conjunto de pares ordenados (x, y), tales que y = | x - a|,
analizando el caso particular en que a=0.

Valorar de igual forma la relacion entre la representacion grafica y analitica de las

funciones dadas por medio de ecuaciones de la formay = a\x—b\ +c(abceR;
a=0;xelR).
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En correspondencia con el enfoque metodoldgico de la asignatura y lo expresado
anteriormente sobre el concepto de funcion, los ejercicios para la fijacion,
sistematizacion y profundizacion pueden ser como los siguientes:

1. Un grupo de estudiantes destacados hicieron el recorrido para ascender al pico

Turquino. La gréfica muestra la velocidad que ha llevado la columna durante el

recorrido realizado en dos puntos del trayecto en que demoraron 3 h.

A

A
km/h
60

a) Interprete el grafico siguiente. Analice si se detuvieron en algin momento.

b) De acuerdo con el gréfico, escriba la ecuacién que corresponde a la funcion
cuadrética representada.

En este ejercicio se adiestra a los alumnos en el concepto de funcibn como
conjunto de pares ordenados y en determinar la ecuacion de esta en correspondencia
con las propiedades de la funcién representada.

Destacar en este ejercicio la importancia de ascender el pico Turquino, la provincia en
gué se encuentra enclavada y lo que representa para la historia de Cuba.
Se deben realizar ejercicios donde tengan que representar funciones y puedan analizar
su comportamiento al variar un paradmetro haciendo uso de asistentes matematicos.
2. Las ecuaciones de la formay = | x - 2| + p (xeIR) representan una familia de
funciones modulares.
a) Interprete el comportamiento de las funciones para p € IN. Utilice para ello el
asistente matematico.
b) Represente la funcién para cuando p =0 en el intervalo [-1; 4) y escriba sus
propiedades.
En este ejercicio se analiza el comportamiento de la funcién a partir de los valores
de “p” y es un ejemplo del trabajo con funciones donde su dominio es un
subconjunto de los nimeros reales.
2. A continuacion se presenta una grafica con la tendencia del gasto militar en el
mundo. Estos datos fueron tomados del informe a la VIl Cumbre de los Paises No
Alineados celebrada en Cuba en septiembre de 1979.
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a) Valore el comportamiento de los datos.

b) La estimacion de los datos se realizd sobre la base de una funcidén cuadratica de la
forma y =ax?+bx+c. Determine una ecuacioén aproximada de ella, indicando ademas
su dominio de definicion.

c) A partir de que el primer dato fue tomado en el afio 1973 con un gasto de 219,6 miles
de millones de dolares, determine el gasto que se estima para el afio 2015 si se
mantiene esta tendencia, a sabiendas que el gasto militar ha superado esta tendencia.

En la discusién con el colectivo, se debe destacar el irracional gasto militar que
existe en el mundo por la politica de los paises imperialistas y su implicacién para el
resto del mundo lo que contribuye al desarrollo politico ideoldgico del estudiante.

Ademas se estimula la investigacion, lo que conlleva a una busqueda de
informacion por parte del alumno y el andlisis de datos de la realidad, asi como el
estudio de modelos aproximados, utilizando la ecuacion de una funcién cuadrética, que
permita extraer conclusiones y su vinculacion con las funciones.

Es necesario incluir problemas sencillos de optimizacion como por ejemplo:

Se dispone de material suficiente para cercar un terreno rectangular que necesita

20 m de alambre. Determinar las dimensiones del terreno de manera tal que ocupe la

mayor area posible.

En la discusion del ejercicio se debe destacar que:

e Lasumade los lados es de 10 m.

e El area de todos los rectangulos que tienen el mismo perimetro representa una
funcién cuadratica que el grafico es una parabola que abre hacia abajo por tanto
tiene valor maximo. Debe hacerse observar que el dominio de definicion de esta

funcién cuadratica es el intervalo (O, 2) , donde p es el perimetro del terreno.

e El rectangulo que tiene area maxima es un cuadrado, luego con las coordenadas
del vértice es posible determinar las dimensiones que se quieren.
Funciones potenciales
Para el tratamiento de las funciones potenciales se debe partir de obtener el
gréfico y las propiedades de la funcién y = x3.
El tratamiento puede ser a través de un problema como el siguiente:




Un recipiente en forma de cono almacena cierto liquido. El diametro de la base es
de 12 m y la generatriz mide 10 m. Al comenzar a llenarse, después de transcurrido
cierto tiempo, alcanza una altura x como lo muestra la figura.

a) Exprese, en funcion de x, el volumen del liquido.

b) Si cada 1 min se llena el 25% del volumen, en qué tiempo se llenard

completamente, si se mantiene constante la velocidad del fluido.

O
T
|

En la discusion del ejercicio hay que destacar que:
e La variacion de la altura es una funcion y que depende del radio de la
circunferencia que delimita la superficie del liquido.
e Hay una relacién entre el radio, la altura y la generatriz del cono.
e Los triangulos que tienen como lados la altura, el radio y la generatriz son
rectdngulos y semejantes, por tanto hay una relacion entre el radio y la altura.

([t}

e Si la variable independiente es la altura “x” entonces el volumen del cono se
. 3 . .
determina por V (x) = Ex3 (x €(010), lo que expresa la ecuacion de una funcién

no conocida.

El tratamiento de la funciéon y = x® (xeIR) debe realizarse analizando previamente
gue hay una correspondencia donde a cada valor real x se le hace corresponder su
cubo, expresarla como conjuntos de pares ordenados y obtener la representacion en un
sistema de coordenadas, por ejemplo, con ayuda de un asistente matematico. A partir
del gréfico se analizan sus propiedades.

Para la funcibn y = x! se parte de obtener una correspondencia de
{— 3-2-1, —;,—;, ;;1 2, 3} —IR donde a cada uno de estos numeros se le hace

corresponder su reciproco. Aprovechar esta situacion para analizar dominio, imagen,
ceros, signo, paridad y monotonia.

Se hace un analisis para cuando el dominio es el conjunto de los nimeros reales y
se relaciona con el grafico de la funcién anterior. Demostrar que la funcién es impar, en
efecto f(-x)=-f(x).

Por tanto estamos en condiciones de generalizar el concepto de funciones
potenciales
Funciones potenciales

Una funcion f de un conjunto A (Ac R) en un conjunto B (Bc R) definida por medio
de y = = f(x)= x" para todo x real, en la cual n es un niumero entero diferente de 0, se
denomina funcion potencial; si n es positivo f es racional entera, si n es negativo, f es
racional fraccionaria.




Los alumnos deben por si mismos completar un cuadro con un analisis comparativo
de estas funciones potenciales para el caso cuando n positivo par, y n positivo impar, n
negativo par, y n negativo impar.
n positivo par: Son funciones pares. Para x<o son monétonas decrecientes y para x=0
mondtonas crecientes. El grafico de estas funciones es simétrico con respecto al eje X,
contiene al origen y a los puntos P(1;1) y Q(-1;1).Las tangentes a la curva en una
vecindad del origen se aproximan cada mas al eje de las abscisas a medida que n
crece, mientras que en una vecindad de P y Q tienen mayor pendiente a medida que n
crece. Estas curvas se conocen como parébolas de orden 2n.
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n positivo impar: Son funciones impares y monétonas crecientes en todo su dominio. El
gréafico de estas funciones es simétrico con respecto al origen de coordenadas, contiene
al origen y a los puntos (1;1) y (-1;-1). Las tangentes a la curva en una vecindad del
origen se aproximan cada mas al eje de las abscisas a medida que n crece, mientras
gue en una vecindad de P y Q tienen mayor pendiente a medida que n crece. Estas
curvas se conocen como parabolas de orden 2n+1.
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n negativo par: Son funciones pares. El grafico de estas funciones es una curva
simétrica al eje de las ordenadas, Para x=0 no esta definida y tiene por tanto dos
ramas. El eje positivo y negativo de las x y el eje positivo de las y son asintotas.
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n negativo impar: Son funciones impares. El grafico de estas funciones es una curva
centralmente simétrica al origen, Para x=0 no esta definida y tiene por tanto dos ramas.
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Un concepto que se debe introducir en esta tematica es el de funcion inyectiva
partiendo de la correspondencia entre los conjuntos B (codominio) y A( dominio).
Por tanto se concluye con los alumnos que si (x1; y1) ; (X2 ; y1) son pares ordenados
de una funcién inyectiva entonces xi1 = X2

Reconocer que la funcién y = x3 ( x €IR) es inyectiva, pero y=x?> cuando x IR
no lo es, sin embargo es inyectiva cuando xelR, x > 0 6 x <0, entre otros ejemplos.
Proponer ejercicios sencillos en los que tenga que tenga que analizar la inyectividad
de una funcién.

Clasifique las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escriba V si es

verdadero y F si es falsa en la linea que le antecede. Fundamente las falsas.

a) Una funcidbn monotona creciente en todo su dominio es inyectiva.
b) Todas las funciones impares son inyectivas.
C) Si f(x) es una funcion potencial de exponente entero positivo tal que f(a) = b
entonces a” =h.
d  Sif(x)= =, entonces f( ) X para las x= 0.
'S
e) Si f(x) es una funcién potenC|aI de exponente entero no positivo entonces

para valores ay b de su dominio con a < b se cumple que f(a) < f(b).

2. Escriba la ecuacion de una funcidon que cumpla las siguientes propiedades.
Represéntela gréficamente.



e Esimpar.
o f(1)=3

e Esinyectiva

Funciones inversas de las funciones potenciales
Para tratar el concepto de funcién inversa puede utilizarse la siguiente via:
Se recuerda el concepto de funcién inyecytiva , que puede ser a través del siguiente
ejercicio:
Analizar cuales de las siguientes funciones son inyectivas:

2 a b)
' b - c)
e ~— L
P
L Z
d) f= {1 1), (2:3), (3:5), (4 7). (5:9)} e)g={(1:2), (2:2), (3; 4),

Se destacan los dominios y conjuntos imagenes de las funciones,
fundamentalmente las que son inyectivas.
Después se puede pedir que analicen al invertir los conjuntos, si la correspondencia de
B —A es una funcion.
Del andlisis se concluye que si las funciones son inyectivas se puede establecer
una correspondencia de B(codiminio) —-»A(dominio), para obtener una nueva funcion y
que se denomina funcién inversa y se denota por f1.

Se define el concepto de funcidn inversa y se establece la relacién entre el dominio
y la imagen de las dos funciones.

Para el inciso d) se les pide que obtenga los pares ordenados de la funcién inversa
f1. Se representa graficamente la funcién y su inversay se destaca que si se traza la
recta y =x, los gréaficos de fy f* son simétricos respecto a la recta.

De la inferencia anterior, se les pide trazar el grafico de y = x3 (xelR) y se les
pregunta que si esta funcién posee inversa.

Se concluye y se obtiene la funcién y = x (xelR) grafica y analiticamente y se

relacionan sus propiedades. Analogamente se obtiene la funcion y = Jx (x €lR*, IR™:

conjunto de los reales no negativos) como inversa de la funcién y = x? (x IR").

Se deben realizar ejercicios en que determinen valores funcionales, representen
graficamente funciones que se obtienen por traslacion, dilatacion, contraccion y
reflexion y determinar sus propiedades.

Proponer problemas de aplicacion como el siguiente:



La velocidad (en metros por segundos) de una pelota oscilando en el extremo de un

. . . \N2-5S .
péndulo esta dada por la ecuacion v = 5 donde “s” representa el desplazamiento

vertical en centimetros de la pelota desde su posicion de reposo.

a) ¢Cual es la velocidad cuando toma la posicion A?
b) Haga su grafico en el intervalo 0 <s < 2.
c) Describa el comportamiento fisico de la pelota cuando esta oscilando.
Para el repaso, consolidacion y sistematizacion de la unidad se proponen los siguientes
ejercicios:
1. Represente graficamente una funcion que cumpla las siguientes propiedades:
e El dominio son los valores reales de x tales que pertenezcan al intervalo (-3; 5).
e La funcion es monotona creciente en todo su dominio.
e El valor maximo de la funcion es ymax=1,2.
2. Sean las ecuaciones siguientes que representan funciones, definidas todas en el
conjunto de los niumeros reales.
fxX)=3x+1;9(x)=4-x2;h(x)=5 yp(x)=2|x|-1.
2.1 Complete los espacios en blanco de manera tal que se obtenga una proposicion
verdadera.
a) La funcion que tiene como ecuacion a f(x) es monotona
b) El valor maximo de la funcion g(x) es:
c) La funcién p(x) es negativa en el intervalo:

d) El conjunto numérico mas restringido al que pertenece el valor w
m3+fG§)

es:
2.2 Represente graficamente las funciones.
3. A continuacién se representan las funciones f(x) y g(x) por sus pares ordenados:
fx)={(1,2),(21),3;4),43);
g(x) = { (-1,0), (0;1) , (1; -1), (2; 1)}
a) Escriba el dominio y la imagen de cada funcion.

b) Analice si las funciones son inyectivas. Escriba, en caso de que sea inyectiva, los
pares ordenados de la funcién inversa.



4. La funcion de ecuacion y = ¥/x tiene como dominio al conjunto de los nimeros
reales que se encuentran en el intervalo [-8; 1).
a) Determine su imagen.
b) Esboce el grafico de la funcién.

5. La siguiente gréafica representa una funcion:

Ol e, 4.5\

-1

a) Analice la monotonia de la funcion.
b) ¢Para qué valor de x se obtiene el valor minimo de la funcion?
6. En la grafica se representa una funcidbn por medio de una ecuacion del tipo
y=(x+3)?+ e parax<0.

A

y

/
N/

a) Halla los parametros de la ecuacién que describe la funcién.”
b) Escriba el conjunto imagen de la funcion representada.
c) ¢Para qué valores de “x” la funcion es no positiva?
d) Determine el valor maximo de la funcion en el intervalo [ -3; 0].
7. Si(-1; 2) € f1(x), sabiendo que f(x) es una funcién par e inyectiva, determine el valor
de f(-2).
8. Analice si la siguiente proposicion es verdadera. Fundamenta tu respuesta:
“Toda funcién constante tiene inversa”
9. En la grafica se representa una funcion cuadratica con una ecuacion de la forma:
y=|x+d |+e(xelR)

v

a) De las ecuaciones que se dan a continuacion
seleccione y margue con una X la ecuacién que
corresponde a la funcion:

_y=|x+3]-2 _ y=[x3]|-2
_y=|x+3]+2  y=[x3]+2

b) Escriba su conjunto imagen.

c) Compruebe que OP =0Q

d) ¢Qué monotonia posee la funcién en el intervalo
[0;3]?

e) Escriba un intervalo donde la funcién sea



En la grafica se representa la funcion y= f(x) = -x + 4(xelR) y la funcién cuadratica
con ecuacion de la forma y=g(x) = - x*> + bx + c¢(xeIR). Estas funciones se intersecan en
dos puntos.

a) Determine la ecuacion de la funcion cuadrética g.
b) “Para todos los valores reales de x, g(x) < f(-1)". ¢Es cierta la proposiciéon
anterior? Fundameéntela.
c) Escriba un intervalo donde las funciones f y g tengan diferente monotonia.
10. En la gréafica se representan las funciones fy g de [-4; 0] en IR con f(X)=-(x+3) y
g(x)= (x + d)? + e.



a) Escriba la ecuacion de g.

b) Determine un intervalo donde las
funciones f y g tengan signos
diferentes.

c) La recta y la parabola se 7 = >
intersecan en el punto P. ;A qué \
distancia del eje “x” se encuentra P,
p?

11. En la gréfica se representa la funcion h(x) = Lz—l en el intervalo [-1;1).

y
a) Complete el gréfico en el intervalo
[1;3].
b) Analice si la funcion es inyectiva.
c) Marque con una equis (x) la opcién que
considere correcta: T l, IZ 3: R
T 0 | T T N

a) La funcién es monétona:

____ Creciente en todo su dominio.
____Decreciente en todo su dominio.
____ Creciente solo para las xeIR; x<1.
____ Decreciente solo para las xelR; x<1.
b) La imagen de la funcion es el conjunto:

IR _ {yelR;y=2}  {yelR;y#1} __ {yelR;y=-1}
c) Lafuncién es positiva en el intervalo:

(25 ) (2; 3) (3; ) Ninguno de los anteriores

14. Un carpintero debe disefiar una ventana en forma rectangular que tiene un
area de 2,20 m?, como se muestra en la figura:



a) Exprese en una ecuacion la
dependencia de la altura de la
ventana de la variable
independiente “x”.

b) Analice si la ecuacion representa
una funcion y determine su
dominio y conjunto imagen.

X c) Representa la funcionen 0 <x<4

15.Se ha cercado un terreno rectangular con 36 m de alambre como lo muestra la
figura:

<

v
A

- [
< »

X X

El terreno fue dividido en dos partes iguales para diferentes fines productivos.
Determine las dimensiones de cada parte del terreno de forma tal que tenga un area
maxima.
16. Completa los espacios en blanco utilizando las expresiones’siempre”, “algunas
veces” 0 “nunca” segun corresponda, de forma tal que se obtengan proposiciones
verdaderas. Fundamenta en cada caso.
a) Las funcién definida en R por y = f(xX)= /x-6/+2 tiene inversa.
b) Las funciones y = f(x) =ax" son no negativas y simétricas respecto al eje
de las ordenadas.
Transforma las proposiciones para que se pueda sustituir las expresiones “algunas
veces” 0 “nunca” por “siempre”.

Unidad 4: Trigonometria/ Aplicaciones a la Geometria
1. Introduccion

La trigonometria forma parte del arsenal minimo de conocimientos del ciudadano,
ya que numerosas actividades practicas de las ciencias y las tecnologias se
fundamentan en los conceptos, relaciones y procedimientos trigonométricos. El estudio
de la trigopnometria es por tanto una parte esencial de la asignatura Matematica, que
contribuye al cumplimiento de los objetivos de la asignatura en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de la escuela media y media superior.

Los conocimientos precedentes sobre trigonometria se adquieren en el nivel medio
basico, al tratar las razones trigopnométricas en el triangulo rectangulo y sus
aplicaciones mas elementales. En décimo grado, a través de esta unidad, se amplian



las razones trigonométricas a &ngulos cualesquiera y se introducen y fijan las
operaciones basicas que conforman las habilidades de calculo trigonométrico mediante
la aplicacion de las férmulas de reduccion al primer cuadrante y las relaciones bésicas
entre las razones trigonométricas de un mismo angulo; se desarrollan la habilidades en
la resolucion de las ecuaciones trigonométricas y se hace un aporte al desarrollo de la
capacidad de demostracion de los alumnos y de poder resolver problemas de aplicacion
a la geometria, la Fisica, a otras cienciasy a la vida practica.
Los cambios que se introducen con respecto a los programas vigentes hasta el
curso 2012-2013 son los siguientes:
e Se retoman una parte de los contenidos trigonomeétricos que se impartian en
onceno grado.
e Se integra el estudio de la trigonometria y sus aplicaciones en una misma unidad.
e Se completan las razones trigonométricas conocidas al introducir las razones
trigonométricas reciprocas (secante y cosecante).
Como consecuencia de estos cambios, lo esencial que se debe lograr de esta
unidad corresponde al calculo trigonométrico y sus aplicaciones.
Se continda la ampliacién y profundizacion de los contenidos trigonométricos en
onceno grado con el estudio del sistema circular de medida de &angulos, de otras
identidades y de las funciones trigopnométricas.

Objetivos de la unidad
Los alumnos deben ser capaces de:

»Calcular razones trigonométricas de angulos cualesquiera en el sistema
sexagesimal, aplicando sus definiciones, las relaciones fundamentales entre ellas, el
conocimiento de las razones trigonométricas de los angulos notables y axiales, las
férmulas de reduccion, las tablas trigopnométricas y las reglas para el calculo
aproximado.

= Resolver identidades y ecuaciones trigonométricas aplicando lo aprendido sobre la
generalizacion del concepto de angulo para calcular razones trigpnométricas de
angulos cualesquiera y otros recursos algebraicos y trigonométricos como las
identidades trigonométricas fundamentales.

= Resolver problemas y ejercicios de aplicacion a la geometria del plano y del espacio,
otras ciencias y la vida préactica, aplicando los teoremas sobre la resolucion de
triangulos cualesquiera, en particular, la ley de los senos y los cosenos.

2. Estructura interna de la unidad



Razones trigonométricas

e SENO

e COSENO

e tangente

e Secante

e COsecante
e COtangente

« Valores de los angulos « Identidades
notables. l

« Tablas - }
o Ecuacjones
\—r Circunferencia trigonométrica

o

« Razones trigonométricas de « Formulas de reduccion
angulos entre 0° y 360° obtusos \
o Ampliacion del concepto de &ngulo

v

« Razones trigonométricas de angulos cualesquiera

Aplicaciones

« Resolucion de triangulo rectangulo

« Resolucion de triangulos cualesquiera
(Ley de los senos y de los cosenos)

e Célculo de &reas

« Célculo en poligonos regulares
« Calculo de cuerpos

Esquema 4.1

De esta estructura interna resultan tres unidades tematicas:
e Razones trigonométricas.
e Circunferencia trigonométrica
e Aplicaciones a la Geometria.

Contenidos Horas/clase

Repaso de las razones trigopnométricas. Teorema del triangulo 15 h/c
rectangulo con un angulo de 30°. Repaso de las razones
trigonométricas de los angulos notables (30°, 45°, 60°). Relaciones
entre las razones trigonométricas de los angulos complementarios.

Circulo trigonométrico. Razones trigonométricas de angulos de 0° a 17 hic
360° .Signo de las razones trigopnométricas en los diferentes




cuadrantes. Férmulas de reduccion. Razones trigonométricas de
angulos axiales. Generalizacion del concepto de angulo. Férmulas
de reduccién de angulos negativos. Razones trigopnométricas de
angulos cualesquiera. Aplicacion a la demostracion de identidades y
resolucion de ecuaciones. Identidades trigonométricas fundaments
Aplicaciones. Sistema circular de medida de angulos. Medida de
angulos notables y axiales en el sistema circular. Conversion del sist
sexagesimal al circular y viceversa.

4.3 | Aplicaciones de la trigonometria. Resolucibn de triangulos 23 hic
cualesquiera. Ley de los senos y de los cosenos. Expresion del area
de un triangulo en funcion de las medidas de dos de sus lados y el
angulo comprendido entre estos. Poligonos regulares. Ejercicios y
problemas donde se incluirdn ejercicios de aplicacion a la Geometria
(incluido el calculo de cuerpos) y la Fisica.

Para la preparacion de las clases correspondientes a esta unidad se podré utilizar el
Libro de texto de décimo grado (Capitulo 3 pagina 144 y los ejercicios de los epigrafes 1
al 7; el Capitulo 4 Aplicaciones de la trigopnometria), asi como el Manual de Ejercicios
de Matematica para la Educacion Media Superior (MEM) y una seleccion de las video-
clases de la unidad 3 de onceno grado.

Para lograr lo antes expuesto es importante que los alumnos sean capaces de:

e Memorizar las razones trigonométricas y los valores de las razones trigonométricas
de los &ngulos notables y axiales.

e Calcular las razones trigonométricas en el triAngulo rectangulo y en la circunferencia
trigonomeétrica.

e Deducir las relaciones entre las razones trigonométricas y las identidades
trigopnométricas fundamentales.

1
[sen2x + cos?x = 1; tan X = == ; sec X = — ; COt X = ——
c Cosx =

)
ofx

,CSC X =

B X ! FEHR X !

1 + tan®x = sec?x ; 1 + cot?x = ¢scx |.

e Conocer el signo de las razones trigonométricas en los diferentes cuadrantes.

e Deducir las férmulas de reduccion en los diferentes cuadrantes.

e Calcular razones trigopnométricas, utilizando para ello los valores notables, las tablas
trigopnométricas y las formulas de reduccion para los diferentes cuadrantes, las
relaciones entre las razones trigpnométricas y las identidades trigpnométricas.

e Utilizar correctamente las reglas del calculo aproximado en el calculo con las
razones trigopnométricas.

e Resolver triangulos rectangulos y aplicar estos conocimientos a la resolucion de
ejercicios con texto y problemas.

e Resolver ecuaciones y demostrar identidades trigonométricas utilizando la definicion
de las razones trigonométricas, las relaciones entre ellas y las identidades
trigopnométricas fundamentales.

e Comprender la ampliacibn del concepto de éangulo, el concepto de angulos
coterminales y aplicarlos al célculo de razones trigonométricas de angulos
cualesquiera.

e Explicar la demostracion de la ley de los senos y los cosenos.

e Resolver ejercicios con texto y problemas de aplicacion al calculo de poligonos
regulares y en general de figuras planas y en el espacio (cuerpos), a la fisica y otras




ciencias, utilizando la ley de los senos y los cosenos vy lo aprendido sobre la
resolucién de triangulos cualesquiera.

Indicaciones para el desarrollo de las unidades tematicas
4.1 Razones trigonométricas (15 h/c)
En esta unidad tematica se tratan las razones trigonométricas, el célculo de estas con

los angulos notables y el uso de tablas, la demostracion de identidades trigonométricas
sencillas y la resolucion de ecuaciones trigopnométricas.

Conceptos

Triangulos

semejantes
L

Relaciones

Procedimientos

Teorema de Pitagoras

Criterios de

seno, tangente,
secante, cOSeno
cotangente y

Si los angulos son

<> guales, las razones

conocida una razon
<—>  determinar las

cosecante de un trigonométricas lo son restgntes
Anniiln
\ ~ Razones | Calculo en
” trigonométricas de i3
extension de | ——> Og' 30 450 6oo: | triangulos
0° 2 90° » SV B9 OV rectgngulos
(sen®x +cos>x=1
tan x = SENX
AN X= "Cos x
Sec x = Probar
COS X identidades
Cos X > sencillas
> \ cotx = Sen X
CSCX = <orx
1 + tan®x = sec?x
2y — 2 . g
Y \ 1 + cot“X = ¢cscox j Resoluc|on de
Tablas de Reglas de aproximacion ecuaciones
— —_— ;
0° 3 90° simples
Esquema

Tratamiento de los conceptos: seno,

tangente, secante, coseno, cotangente vy

cosecante.

El contenido que corresponde a este punto esencial aparece en el epigrafe 1 del

Capitulo 3.

Es conveniente antes de iniciar el estudio de la razones trigopnométricas, reactivar a
través de ejercicios los conocimientos previos .Se recomienda orientar previamente un



sistema de tarea con ejercicios integradores (sobre conceptos geométricos basicos,
semejanza e igualdad de triangulos...)

En este punto esencial lo fundamental a lograr es que los alumnos memoricen las
definiciones de las razones trigonométricas, comprendan la unicidad de las mismas
para cada angulo, las puedan aplicar a la resolucion de triangulos rectangulos y
establezcan las relaciones entre ellas para los angulos complementarios.

Para el logro de estos objetivos es importante que los alumnos comprendan la
utilidad e importancia de la trigopnometria en los distintos campos de su aplicacién, por
lo que, es imprescindible desde el inicio de esta unidad, y durante toda ella, tener una
adecuada motivacion tal que despierte el interés por el estudio de esta rama de la
Matemética.

Segun lo planteado anteriormente es recomendable que el profesor inicie el
tratamiento de esta unidad con una conversacion de clase, en la que a partir de
necesidades practicas, los alumnos comprendan la utilidad de las razones
trigonomeétricas y se interesen por ellas. Vinculado con el aseguramiento de las
condiciones previas para la unidad como son la semejanza de triangulos y el Teorema
de Pitagoras plantear la situacion de medir la distancia entre dos puntos inaccesibles:
por ejemplo, hallar el ancho de una presa.

La geometria puede en estos casos dar respuesta a esta situacion a través de la
semejanza de triangulos o el Teorema de Pitagoras, como se muestra en la figura
(figura 4.3). En el caso del inciso a) se han determinados tres puntos A, By C de modo
que DE (ancho de la presa) sea paralela a EC y probando la semejanza entre los

triangulos ABC y ADE por el teorema Fundamental de la Semejanza de Triangulos
establecer la proporcionalidad entre los lados homologos y asi calcular DE el ancho de

la presa. En el cado del inciso b) se ha determinado un punto C tal que CA L CE de
forma tal que el triangulo ABC sea rectangulo en C, en el cual AE es la hipotenusa y

mediante el Teorema de Pitdgoras de determina esta longitud que representa el ancho
de la presa.

C B

A (b)

a
En este ejemplo, puede d(e)stacarse quz_enéigbas vias se trabaja a partir de longitudes,
pero a veces se dispone simultaneaffefitd de angulos y longitudes, por ejemplo:

En la figura. 4.4 se muestra un muchacho empinando
un papalote que ha soltado 20 m de hilo y el angulo que
forma este y la horizontal es de 30°, ¢cudl es la altura a
gue se encuentra el papalote? (suponiendo el hilo recto).




Otra situacion puede ser, conocidas ciertas longitudes sea necesario determinar un
angulo, por ejemplo: En lo alto de un edificio de 15 m de altura y una casa de 5,0 m de
altura que se encuentran en aceras opuestas estan situadas dos palomas, una en cada
techo. Se tira una miga de pan en la calle a 6,0 m de la base del edificio y a 12m de la
casa. Ambos péjaros se lanzan por ella al mismo tiempo y llegan en el mismo instante,
(figura 4.5) ¢ como determinar la inclinacion con que vol6 cada paloma?

AREIN

H \\
(T 1] -
A1

Fig. 4.5

A partir de estos ejemplos u otros seleccionados por el profesor los alumnos
reactivardn los conocimientos acerca de la resolucion de triangulos rectangulos, el
teorema de Pitagoras y las razones trigopnomeétricas conocidas.

Al reactivar el Teorema de Pitdgoras, debe tenerse en cuenta que tienen como
premisa el triangulo rectangulo; que establecen relaciones métricas entre los lados de
dichos triangulo. Pero también estudiaron otras relaciones métricas en el triangulo
rectdngulo, las que se pueden establecer entre los angulos y los lados de dicho
triangulo: las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

(Definicion 1, pagina 145 Libro de texto Décimo grado)

Mediante una conversacion de clase, se podra

concluir que: como en el triangulo rectangulo la B
hipotenusa es el mayor de los lados del triangulo c
a b a
entonces: sena =~ <1, cosa=—~ <1
c c C af A

y en el caso de la tangente se pueden dar

. ) . a
dos situaciones: si a < b entonces tan o= B< 1,

. a
si a > b entonces tan o = b >1

Se debe analizar con los alumnos si estas son las Unicas razones que se pueden
establecer entre los lados del triAngulo rectangulo relacionadas con un angulo. El
profesor debe tener en cuenta que lo esencial es que el alumno obtenga las razones
reciprocas de las anteriores y concluir con la definicién 2.

Definicién 2

Sea a un angulo agudo de un triangulo rectangulo ABC (fig. 4.6) de catetos a 'y
b e hipotenusa c, se llama:

e cotangente de a y se denota cot o a la razon E , entre la longitud del cateto

adyacente a a Y la longitud del cateto opuesto.




e secante de a y se denota sec o a la razon % , entre la longitud de la

hipotenusa y la longitud del cateto adyacente a a.
e cosecante de a y se denota csc a a la razén E , entre la longitud de la

hipotenusa y la longitud del cateto opuesto a o.

También de esta definicibn podemos concluir que como la hipotenusa es el mayor de
los lados del triangulo rectangulo entonces:
seca=->1,csca==>1

y en el caso de la cotangente (al igual que la tangente), se pueden dar dos situaciones:
si b < a entonces cot o = E <1

. b
si b > a entonces cot a == > 1

El alumno debe reconocer que las razones trigopnométricas de un angulo no
dependen del triangulo rectdngulo seleccionado sino de la amplitud del angulo para
cualquiera sea el triangulo. Una via metodolégica puede ser:

A partir de la resolucion del siguiente ejercicio.

Sean los triangulos ABC y A’'B’C’ rectangulos en C y C’ respectivamente (Fig.4.7), tales
que los angulos a y o’ sean iguales:

a) Demuestra que A ABC ~ AA'B'C’

b) Establece la proporcionalidad de los lados homdlogos.

B!
B
C!
c a'
a
!
0 o . Ll Y
b b’
Fig. 4.7

Una vez obtenida la proporcionalidad de los lados homdlogos en los triAngulos
. b
semejantes: = = ~ =-

Combinando dos a dos estas razones y aplicando el Teorema Fundamental de las
Proporciones establecer las razones que conllevan a las razones trigopnométricas de un
angulo

a _a , b _ _
c

b._ﬂ ]
c e c ' B 5 ' =

Se enuncia el teorema 1
Teorema 1

Si ABCy A'B’'C’ son dos triangulos rectangulos en C y C’ tales que a = o
entonces:

sen o =sen o, cosa =cos a ; tan a = tan o’;




cot o = cot o'; sec o = sec o; csc o =csc o

A continuacion el profesor puede realizar actividades como la del Ejemplo 1 del
Epigrafe 1 del L.T de décimo grado, dado un angulo determinar los valores de sus
razones trigopnométricas por medicion (puede utilizar el asistente matemético Geogebra)
y el ejemplo 2 del texto.

Otro ejemplo puede ser:
En un AABC se tiene que: ZC =90° AB =25cm; BC = 7,0cm y AC =24 cm
Calcula las razones trigonométricas
a)senaycosf b)tanaycotp c) seca ycscp
En la resolucion del Ejemplo los alumnos podran concluir que:

a a

seno=cosP=— ;tanOL:cotB:B seca=csc[3=§
C

de forma analoga se obtiene:
b b

cosa=senp=—; cota=tanf = —; csca=secB=§
C a

Concluir que como analizamos anteriormente las razones trigonométricas
dependen solo de las amplitudes de los angulos,
¢que relacion existe entre los angulos a y B en el triangulo rectangulo? Los angulos oy
B son complementarios, es decir,
a+B=90° 6 a=90°-B ; B=90°-q.
Esto nos permite concluir que:

El seno de un angulo es igual al coseno de su complemento y viceversa.

Simbdlicamente : sen o =cos (90° - a) ; cos a =sen (90° - «)

La tangente de un angulo es igual a la cotangente de su complemento y
viceversa.

Simbdlicamente : tan o = cot (90° - o) ; cot a =tan (90° - «)

La secante de un angulo es igual a la cosecante de su complemento y
viceversa.

Simbolicamente : sec a =csc (90° - a) ; csc a =sec (90° - a)

Para la fijacion se presentaran sistemas de tareas que contengan problemas de
naturaleza geométrica, relacionados con situaciones de la vida cotidiana y de otras
ciencias, que requieran esbozar o construir figuras geomeétricas, comparar y calcular
longitudes de segmentos, amplitudes de angulos, perimetros, areas y volumenes de
figuras geométricas, pero también podran afrontar la resolucion de problemas de
demostracion de nuevas propiedades geométricas, que requeriran de la elaboraciéon de
conjeturas con ayuda de asistentes geomeétricos.

La ejercitacién puede seleccionarse de los ejercicios del epigrafe 1 u otros creados
por el profesor.

Tratamiento de los valores de las razones trigonométricas de angulos notables




Lo fundamental en este punto esencial es que los alumnos memoricen los valores
de las razones trigopnométricas de los angulos notables; el contenido correspondiente
aparece en el epigrafe 2.

Puesto que estos valores de las razones trigonomeétricas se usan con frecuencia es
necesario que las memoricen. Esta memorizacion no debe ser mecéanica. Para lograr el
objetivo propuesto se puede proponer dibujar un triangulo equilatero de lado 2,0 u y al
trazar la altura relativa a uno de sus lados como todas las rectas notables en el triangulo
equilatero coinciden entonces es bisectriz y mediana, y aplicando el teorema de
Pitagoras ésta medira +3 u (Fig.4.8 a). Trabajando en uno de los triangulos rectangulos

en que la altrura descompone al trtiangulo equilatero, obtener los valores de las razones
trigonométricas de los angulos de 30° y 60°.

2 u /30° Va2 .
V3 u
60°
] lu
lu
@) (b)
Fig. 4.8

En el caso del angulo de 45° se dibujara un cuadrado de lado 1,0 u y al trazar la
diagonal se determinan dos triangulos rectangulos e is6sceles con angulos de 45°(Fig.
4.8 b), esta medira +2 u.

El alumno concluird a través del calculo los valores de las razones trigpnométricas
de los angulos de 30°, 45° y 60°, obteniendo finalmente la siguiente tabla:

30° | 45°| 60°
1 \.,"E \,"'E
sena | = — | =
2 2 2
\..'E 1..3 1
cosa | — |— |=
2 2 2
II'E |'_
tan a v 1 V3
3
= 3
cota |V3 |1 v
3
233 | =
seco |2 (V2 |2
3
= | 2v3
csca | 2 V2 %




Se debe insistir en las relaciones entre las razones de angulos complementarios y la
acotacion del seno y el coseno y de la secante y la cosecante.

En este momento el profesor debe aprovechar para destacar que los valores de las
razones trigonomeétricas no son, en general, racionales. Esta observacion es necesaria,
pues por definicion resultan de una division y los alumnos pueden pensar que son
nameros racionales.

Después de conocidas las razones de los angulos notables, se llama la atencion a
los alumnos sobre los angulos que estan en ambos extremos de los valores posibles
para los angulos interiores de un triangulo rectangulo: 0°y 90°.

Si los alumnos han comprendido las definiciones dadas, deben reconocer que no es
posible aplicarlas a estos angulos y se plantea el problema de ampliar la definicion.

El siguiente paso consiste en colocar un triangulo rectangulo en un sistema de
coordenadas rectangular y llamar la atencién a los alumnos sobre la expresion de las
razones en términos de coordenadas. Con esta orientacion los alumnos pueden
particularizar el caso de 0°y 90°( seguir el L.T. pagina 152).

Los ejercicios del epigrafe 2 son adecuados para lograr la fijacién, pero hay que
afadir algunos en que aparezcan angulos que no son notables y que, por tanto, no
podran calcular en este momento. Ademas, debe tenerse en cuenta ejercicios con las
restantes razones (secante y cosecante) que no aparecen en el libro de texto.

Uso de las tablas trigopnométricas

El contenido correspondiente a este punto esencial aparece en el Epigrafe 4 del
Capitulo 3.

Las razones trigonométricas para los angulos agudos (0° < a < 90°) estan calculadas
en tablas con las que podemos trabajar para determinar las amplitudes de los angulos y
las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo. Estas aparecen en la pagina 161
del L.T

Como motivacién para introducir el uso de la tabla , el profesor puede hacerlo
utilizando un problema de céalculo en que intervenga un angulo que no es notable; otra
via seria planteando una situacion problémica que no se pueda resolver con lo
estudiado hasta el momento, como por ejemplo:

Un aviador desea hallar el ancho AB de la entrada de una bahia. Los aparatos del
avion le indican que va volando a una altura de 500 m. Si el avidén se ubica en un punto
O gque se encuentra directamente sobre el punto A y el angulo AOB mide 37,6°, ¢ cudl
es el ancho de la bahia?

El tratamiento del uso de la tabla puede realizarse segun el procedimiento del texto.
(pagina 161)

Los ejercicios seleccionados deben propiciar el calculo de valores trigonométricos de
angulos notables y de la tabla para que tengan tiempo de fijarlos, y ademas, utilizarlo en
todo el resto de la unidad.

Al introducir los valores numéricos, se hace necesario volver a destacar los
procedimientos del calculo aproximado; debe recordarse que en la escuela se pretende
que los alumnos fijen una regla fundamental: En la respuesta debe haber tantas cifras
significativas como las que tiene el dato que menos cifras significativas tiene. Por lo que
los célculos intermedios deben ser con una cifra mas de la que debe tener el resultado.

En el calculo trigonométrico, hay que tener en cuenta que los valores que aparecen
en la tabla son aproximados y con 4 cifras significativas. Esto significa que aun cuando
un angulo se conozca con tres cifras significativas exactas, al trabajar con sus razones
trigopnométricas se estan introduciendo valores aproximados y el resultado final puede
tener como maximo 4 cifras significativas. Si, por el contrario, el angulo es un valor




aproximado, no se puede garantizar que todas las cifras de la tabla sean correctas y por
tanto se debe redondear para tomar solo el nimero de cifras necesarias. Esto aparece
ilustrado en el ejemplo 2 del texto.

El procedimiento inverso de buscar el angulo conocida la razon se presenta
mediante la solucibn de ecuaciones, en el texto aparecen ambos procedimientos
separados por razones estructurales, pero en la clase no tiene que haber una ruptura
entre ellos.

Ecuaciones trigopnométricas sencillas

El contenido correspondiente a este punto esencial aparece en el Epigrafe 5 del
Capitulo 3.

Como planteamos anteriormente el trabajo con las ecuaciones se introduce desde el
trabajo con las tablas, por ejemplo se puede pedir resolver ecuaciones como
cos x = 0,5225. Hasta este momento se incluyen ecuaciones donde interviene una sola
razon trigonométrica de un angulo dado.

En especial es importante que se reactive el concepto de ecuacién, recordando las ya
estudiadas por ellos, por ejemplo:

A través de preguntas podran identificar ecuaciones y reconocer el por qué reciben
ese nombre: 8x+5=9 (Ecuacion lineal)

X2+ 4x+4=0 (Ecuacion cuadratica)

1 ., . .
x+-=2 (Ecuacion fraccionaria)
v3x+ 4 =x (Ecuacion radical)

En el andlisis anterior se debe resaltar que en cada caso la ecuacién ha recibido
nombre segun la posicion que tiene la variable dentro de la ecuacién, luego, ellos
pueden concluir con sus palabras, cuando una ecuacién es trigonométrica: si en una
ecuacion la variable es el angulo de una razén trigonométrica, estamos en presencia de
una ecuacién trigopnométrica.

Ademas, en el ejercicio inicial el profesor debe tener en cuenta ecuaciones que no
sean trigonométricas y trigonométricas que no tengan solucion, como los incisos b) y c)
del siguiente ejercicio:

Resuelve las ecuaciones siguientes.

a)senoa =2 b)x?+ senmw =1, ¢c) 2cosx—-8=0

d) sen § =0,6494 e)tanx=0,479 f) 3csc>x—4=0
g) sen>x —senx=0

En la resolucion del inciso g) destacar que la expresion sen?x, es lo mismo que
(sen x)?, o sea, es la razén trigonométrica sen x elevada al cuadrado y aparece,
ademas, el sen X, luego esta ecuacion tiene la forma de una ecuacion cuadratica y por
tanto para resolverla procedemos igual que en dicha ecuacién hasta encontrar el valor
de la razon en cuestion.

sen x(sen — 1) = 0 (descomponemos en factores, extrayendo factor comun)
senx=0 sen x — 1 = 0 (igualando a cero cada factor)

X1 =0° sen x =1 (despejando el sen x)
X2 = 90°



Tratamiento de las identidades trigpnométricas.

El contenido de este punto esencial aparece en el epigrafe 3 del Capitulo 3, en él lo
esencial es que los alumnos memoricen las identidades trigopnométricas fundamentales,
incluidas aquellas que:

senda cos a

a) sen?a. + cos?a =1 b) tan o = (o # 90°) c) cot o = (o #
sen a
0°) d)seca= (o= 90°) e)csca = (o= 0°)
cosa sen a
f) 1 +tan? o =sec? a (o= 90°) g) 1 + cot?a = csc?a (o # 0°)

Para introducir las identidades trigonométricas el profesor en una conversacion de
clase destacarq que existen otras igualdades con variables que relacionan a las
razones trigonométricas entre si y que se cumplen para todos los valores de la variable
para los cuales las expresiones estén definidas, estas igualdades reciben el nombre de
Identidades trigopnométricas, y por las numerosas aplicaciones que tienen es
conveniente memorizar las fundamentales.

El teorema 1 del L.T sblo tiene tres identidades (ya que no se estudiaban las
restantes), por lo que se debe presentar el siguiente Teorema y su demostracion.
Teorema 1

Se cumple:
a) sena + cos?a = 1 (Identidad fundamental trigonométrica)
bytan o= o0 % (o % 90°) ¢) cot a = 22%% (o % 00)
cosa sena
d) sec a = .:.:13 = (o= 909 e)csca=_— (a=0°
f) 1+ tan? o =sec? a (a = 90°) g) 1 + cot?a = csc?a (o # 0°)
Demostracion
a) En todo triangulo ABC rectangulo en C (Fig. 4.9)
se tiene: a2 + b? = ¢? (Teorema de Pitagoras)
dividiendo toda la ecuacién por c? se obtiene: c
G) + G) =1 lo que significa que: a
C of A
b
2 2 — (0] [0]
sen‘a + cos“a. =1 paratodo 0° < o < 90 Fig. 4.9

Para 0°y 90° se cumple que :
seno + cos?a. =1 pues 0° + 12 = 1, entonces la igualdad se cumple para todo

0°<a<90°.
b) En la figura 4.9 se tiene:
_E: C -FER X :S'EI?‘Ex
tana_b C-cos & cos

san 07

cos 0P

. o .
si o = 0° ,entonces tan a = == 0, entonces la igualdad se cumple para todo

0°<a<90°.



c) En lafigura 4.9 se tiene: cota:E - &COSa _ cosa

a c.senua sen a

cos90°

si a = 90° ,entonces cot a = = g = 0, entonces la igualdad se cumple para todo

sen 00
0°< a<90°.

c 1

. . c
d) En la figura 4.9 se tiene: csc o = —
a csena sena

si o = 90° entonces csc o =

sen 900

= % = 1, entonces la igualdad se cumple para todo

0° < o < 90°.
. . o C 1
e) En la figura 4.9 se tiene: seca =— = =
b Ccosa Ccosa
. 1 .
si a = 0° ,entonces sec a = ——— = % = 1, entonces la igualdad se cumple para todo

0° < a < 90°.

f) Sia=90° cos a=0 yse puede dividir en ambos a miembros del a) por cos?a por
lo que resulta:

-

(san x)‘ +1= 1

Coax cosin

Luego, 1 + tan?a = sec?a
g) Si a = 0° sen a = 0y se puede dividir en ambos a miembros del a) por sen?a por lo
2
_ cosa 1
gue resulta: 1+ = —
sena senza
Luego,

1 + cot?a = csc?a

Este teorema se debera extender posteriormente cuando se generalice el concepto de
angulo.

4.2  Circunferenciatrigonométrica (17 h/c)

En esta unidad tematica se tratan las razones trigpnométricas de angulos entre 0° y
360°, signo de estas razones en cada cuadrante, las formulas de reduccion, se
generaliza el concepto de angulo, los angulos coterminales y el calculo de las razones
trigopnométricas de angulos de mas de 360°. El contenido de esta subunidad teméatica
esta en los epigrafes 6, 7 y 9 del libro de texto.

En el esquema se representan la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en esta unidad tematica:



Conceptos Relaciones Procedimientos
Razones

trigonomeétricas acotacion de las —>calculo de valores ——
—_— -,
deangulos o, ——> . 'oZONES Resolucién de
00< o < 00° trigonométricas ecuaciones
_"_"T"_"""Ei{;ﬁ&d‘e‘l&s‘r&z?aﬁe‘s _____________________
Razones —>trigonomeétricas en los —>
trigonométricas de— distintos cuadrantes
angulos a, ,
900<g < 3600 Formulas de —>
o= reduccion
) ¢ ) o Reduccion al
rotacién, de angulos coterminales son fundamental
Angulos — |gua|es 1
coterminales. célculo 4e valores /
|
Y
Angulos Férmulas de reduccion
1 d A I I 1 * ,
orientados para angulo cualesquiera Y Resolution de
ecuaciones

Esquema

Razones trigonométricas de angulos entre 0°y 360°. Férmulas de Reduccion.

El contenido correspondiente a este punto esencial aparece en los epigrafes 6 y 7
del Libro de Texto; en él lo fundamental es que los alumnos calculen los valores de las
razones trigonométricas de angulos entre 0° y 360°. Como punto de partida el profesor
puede proceder de igual forma a como lo hizo para ampliar las razones a 0° y 90°. Es
importante que los alumnos comprendan la relacion que existe entre esta definicion y la
definicion inicial en el triAngulo rectangulo; asi podran integrar el nuevo conocimiento y
no lo veran como dos casos diferentes. Para los angulos de 0° y 90° se mantiene lo
analizado en el epigrafe 4.1.2

Para este analisis, consideremos un sistema de coordenadas con una
circunferencia centrada en el origen de coordenadas de radio 1 u, destacar que a esta
circunferencia se le da el nombre de circunferencia trigonométrica, en la cual todo
angulo puede ser transportado (de manera Unica) con su vértice en el origen de
coordenadas, uno de sus lados fijo en la semirrecta positiva OX (llamado lado inicial) y
el otro lado (llamado lado terminal) que recorra la circunferencia en sentido antihorario
(contrario a las manecillas del reloj) . (Fig. 4.11)



A
1 lado terminal
P y) /] Y P(x; )
1 (04 X
0 X 1&
lado inicial
]
Fig. 4. 11

Asi, las coordenadas (x; y) de cada punto P estan determinadas de forma Unica por las
razones trigopnomeétricas de cada angulo, luego, para angulos o con 0% a< 90° figura
4.11, las razones trigonométricas quedan expresadas de la siguiente manera:

) 1
sena =Yy tanoa== seca=-
=

x

X 1
COSa =X cot o =- CsCa=-—

o o

Se puede preguntar, ¢Qué sucede si el punto P esta determinado por un angulo obtuso
0 sobreobtuso 67

Si el punto P1 determinado por el angulo 6 con 90° < 6 < 180° tiene coordenadas
(= x; y), entonces, podemos plantear que:

senO=y tanf=2L=—-¥ sech=—=—=

—x x —x x

_ 1
cosO=—x cot 0=—==—-%  cscO=-

of o o

Si comparas estos resultados con los obtenidos para los angulos entre
0% a < 90° podréas concluir que:
sen 6 =sen a tan 6 = —tan a sec 6= —seca

CoS 6 =—cos a cotf = —cota csc O = csca

Destacar que esto es debido a que la circunferencia es una figura simétrica, por lo
que el punto Pi(-Xx; y), determinado por el angulo de amplitud 6, en el segundo
cuadrante, tiene un punto simétrico P(x; y), determinado por un angulo de amplitud o en
el primer cuadrante, lo cual significa que para 6 existe solo un angulo a tal, que los
valores absolutos de sus razones trigonométricas son iguales.

Se debe hacer observar que en el segundo cuadrante, los puntos P (determinados
por o) y P1 (determinados por 6) son simétricos.

Entonces 6 = 180° — a, por tanto tenemos que:

sen (180° — o) =sen a cos (180° — a) = —cos a
tan (180°- o) =—tan a cot (180° — a) = — cot a

sec (180°—a) = —sec a csc (180°— ) = csc a




Los alumnos podran inferir que estas relaciones nos permiten reducir el calculo de
las razones trigonométricas de un angulo obtuso (lIC) a las razones trigonométricas de
los angulos del primer cuadrante y son llamadas formulas de reduccion del segundo
cuadrante.

Deben concluir que las razones trigonométricas de estos angulos (90° < 6 < 180°)
difieren en el signo respecto a su suplemento en el primer cuadrante, teniendo que en el
segundo cuadrante: son positivas solo el seno y la cosecante y negativas las restantes
razones trigopnometricas.

De forma anéloga se deben obtener las restantes formulas de reduccién; asi como
los valores de las razones de angulos axiales.

Una vez elaborada las formulas de reduccion, la atencion puede centrarse en:
e Acotacion de los valores del seno, el coseno, la secante y la cosecante.
e Signos de las razones en los diferentes cuadrantes.
e Las identidades trigonométricas siguen siendo validas.
e Valores de las razones en los angulos axiales.
Siy € [0° 360°), entonces:
e -1<seny<l1 tany=a; cona € IR, y=#90° y=270°

e -1<cosy<l1 coty:1 cona e IR, y#0°, vy # 180°
a

e secy>1;secy<-1 con y=90° vy=270°
e cscy>1;cscy<-1 con y=0°y=180°

Generalizacién del concepto de angulo. Angulos coterminales.

El contenido correspondiente a este punto esencial aparece en los epigrafes 9 del
Libro de Texto; El profesor debe hacer notar que en los estudios realizados hasta el
momento se ha utilizado el concepto de angulo como la porcién del plano limitado por
dos semirrectas de origen comun, el cual es suficiente para el trabajo en la Geometria,
donde los angulos toman valores desde 0° a 360°, pero, en la practica y para el trabajo
en la trigonometria este concepto es insuficiente.

partir de ahora en el trabajo con la trigonometria trabajaremos con un concepto
mas general de angulo.

Para esto se puede hacer reflexionar a los alumnos sobre el angulo que describe la
rueda de una bicicleta al marchar hacia adelante respecto a su amplitud y sentido
(sentido antihorario) y cuando marcha hacia atras (sentido horario). Concluir la siguiente
definicion.

Dado un par de semirrectas de origen comun, consideramos que el angulo
esta determinado por la rotacion que lleva la primera semirrecta sobre la otra.
(Fig.4.12 a)

El profesor debe realizar el siguiente analisis.
\ + Al llevar este angulo a un sistema de
> coordenadas de forma tal que el vértice
\’_/ coincida con el origen de coordenadas y un
lado coincida con el semieje positivo x (lado

Y

(@) _ (b) inicial), (Fig. 4.12b) podemos determinar para
Fig. 4.12 el otro lado dos sentidos de rotacion, uno en
sentido antihorario (contrario a las manecillas del reloj) que consideraremos positivo y



otro en sentido horario (a favor de las manecillas del reloj) que consideraremos
negativo. Observar que el angulo negativo determinado por una semirrecta se puede
obtener restandole 360° al angulo positivo que esta recta determina. Esto significa que:
—315°=45°-360° ; — 30°=330°-360°
Ademas, el lado final puede rotar alrededor del origen de coordenadas sin limites (Fig.
4.13) esto nos permite definir angulo mayores de 360°.

\cs
R
)

()

/7
i =

Fig. 4.13

Los angulos determinados por una misma semirrecta se llaman coterminales y
se diferencian en un multiplo entero de 360° (Fig. 4.13).

Después proponer ejemplos similares al siguiente:

Determina para cada uno de los siguientes angulos un coterminal en el intervalo [0°;

360°].

a) 1860° b) 2370° c) — 2670°

Resolucion:

a) Para poder determinar el angulo coterminal a 1860° en el intervalo fundamental,

debemos saber cuantas vueltas completas ha dado, luego dividimos por 360° y
obtenemos: 1860° = 360° - 5 + 60°, el resto es el angulo buscado: 60°

b) Siguiendo el procedimiento anterior tenemos: 2370° = 360° - 6 + 210° luego el
angulo coterminal buscado es: 210°

c) Con el mismo procedimiento anterior determinamos el coterminal negativo.
Dividiendo el modulo del valor dado por 360° para saber las vuelta que ha dado:
2670° = 360° - 7 + 150° el resto, pero con signo negativo, es su coterminal
negativo: — 150°, pero como queremos el coterminal positivo le sumamos 360°, por
tanto: — 150° + 360° = 210° que es la amplitud del angulo buscado.

Después de la resolucion del ejemplo realizar el siguiente cuadro resumen en
elaboracion conjunta con los alumnos:
Determinacion de las razones trigonométricas para angulos mayores de 360°:

1. Buscamos un angulo del intervalo fundamental ([0° 360°]) que sea
coterminal con él.

2. Calculamos las razones trigonométricas de ese angulo.

Se debe proponer un ejemplo como el siguiente o similar para realizar el calculo de las
razones trigopnometricas de angulos mayores de angulo 360°



Calcula las razones trigopnométricas de los angulos siguientes. a) 765° b)
1475,6° ¢)1200° d)-30°
Resolucion:
a) Utilizando el procedimiento analizado en el ejemplo anterior determinamos su
coterminal en el intervalo de 0° a 360°: 765° = 360° - 2 + 45° luego su coterminal
en el intervalo fundamental es 45°, por tanto:

sen 765° = sen 45° = X  tan 765° =tan 45° =1 ; sec 765° = sec 45° = +/2

|'|rl'_.;| |.'||

COS 765° = cos 45° = © cot 765° = cot45°= 1 : csc 765° = csc 45° = 42

b) Al realizar la division para encontrar el coterminal se trabaja con la parte entera del
cociente, es decir, 1475,6° = 360° - 4 + 35,6°, por tanto:
sen 1475,6° = sen 35,6° = 0,5821 tan 1475,6° = tan 35,6° = 0,7159
cos 1475,6° = cos 35,6° = 0,8131 cot 1475,6° = sen 35,6 = 1,379
De forma semejante se determinan las restantes.

"

c) Siguiendo el procedimiento del inciso a) tenemos: 1200° = 360° - 3 + 120° Como el
coterminal es 120° € IIC aplicamos las formulas de reduccion.

3
tan 1200° = tan 120° = tan(180° — 60°) = — tan 60° = /3
sec 1200° = sec 120° = sec(180° — 60°) = —sec 60°=—-2
cos 1200° = cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos 60° = 1

sen 1200° = sen 120° = sen(180° — 60°) = sen 60° =

cot 1200° = cot 120° = cot(180° — 60°) = — cot 60° = -

csc 1200° = csc 120° = ¢sc(180° — 60°) = csc 60° =

N “ |G
(}J@\
w

d) Utilizando el procedimiento indicado antes para los angulos negativos sen(— 30°)
= sen(— 30° + 360°) = sen(360° — 30°) = — sen 30°

tan(— 30°) = tan(— 30° + 360°) = tan(360° — 30°) = — tan 30°

sec(— 30°) = sec(— 30° + 360°) = sec(360° — 30°) = sec 30°

cos(— 30°) = cos(— 30° + 360°) = cos(360° — 30°) = cos 30°

cot(— 30°) = cot(— 30° + 360°) = cot(360° — 30°) = — cot 30°

csc(— 30°) = csc(— 30° + 360°) = csc(360° — 30°) = — csc 30°

Una vez resuelto el ejemplo anterior proponer el siguiente cuadro resumen

sen(x + 360°-k) =sen x tan(x + 180°-k) =tan x * sec(x + 360°-k) = sec x

cos(x + 360°-k) = cos x cot(x + 180°k) = cot x * csc(x + 360°-k) = csc x

*Se debe analizar que para el caso de la tangente y la cotangente debido a la férmula
de reduccion tan(x + 180°-k) = tan x; cot(x + 180°-k) = cot x , los valores se repiten cada
media vuelta.

El profesor debe resalta que en el inciso d) del ejemplo anterior vemos que para
hallar las razones trigopnométricas de angulos negativos se reduce a la de los angulos
positivos y concluir con el siguiente teorema.



Para todo angulo o se cumple:
sen(—~a)= —sena tan(-a)= —tana sec(—a)= seca

cos(— o) = cos a cot(—a) = —cota csc(—a)=—CSC a

Para la fijacion de este teorema se debe proponer un ejemplo para el calculo de las
razones trigopnomeétricas de angulos negativos.

El profesor debe hacer notar que en la resolucion de ecuaciones que ya habian
estudiado en el intervalo de 0° a 360° se daban respuestas que podian estar en
cualquiera de los cuatro cuadrantes, incluyendo también los &ngulos axiales por lo que
el conjunto solucién era finito, ahora al resolver ecuaciones el conjunto solucion es
infinito pues no solo van a satisfacer la ecuacion los angulos en el intervalo
fundamental, sino también los infinitos angulos coterminales con él, como se muestra
en el siguiente ejemplo. El profesor deberdy realizar una seleccién de los ejercicios del
epigrafe 19 del libro de texto.

Resuelve las siguientes ecuaciones

a)cosx=-1 b) 4 sen’x -3 =0
Cc) 2 sec’x =tan’x + 5 d) 3senx - cotx=2sen’>x—3
Resolucion:

a)cosx=-1

En el intervalo fundamental ([0°;, 360°]) se tiene una Unica solucién x = 180°, pero,
cada vez que se suma 360° se obtiene un angulo coterminal, teniendo que:
cos 180° = cos(180° + 360°-k) =— 1
luego el conjunto solucion es S = {180° + 360°-k; k € Z} o {(1+2k)180° k € Z}
b) 4 sen’x — 3 =0 (despejamos el sen?x)

3 : ] :
sen?x = 2 (aplicamos raiz cuadrada en ambos miembros)
J3
senx=+—
2

Se obtiene por tanto las ecuaciones: senx=— 'y senx=—

ra |y

con las cuales tendremos soluciones en los cuatro cuadrantes (dos donde el seno es
positivo y dos donde es negativo), luego, teniendo en cuenta los coterminales se tiene:

X1=60°+ 360% ; k € Z X3 = (180° + 60°) + 360°%; k € Z
X2 = (180° — 60°) + 360°%; k € Z = 240° + 360°k
= 120° + 360°k X4 = (360° — 60°) + 360°%; k € Z

= 300° + 360°k

El conjunto solucion es:
S = {60° + 360°; 120° + 360°; 240° + 360°k; 300° + 360°k; k € Z }
c) 2 sec®x =tan®x + 5 (utilizamos la identidad sec?x = 1 + tan?x)

2(1 + tan®x) =tan>x + 5



2 + 2 tan?x = tan®x + 5 (transponemos y agrupamos términos semejantes)

tan?x = 3
tan x = +/3
tan x =+/3 tan x = —/3

Como los valores de la tangente comienzan a repetirse después de 180°, es decir,
después del segundo cuadrante, siendo el tercer cuadrante repeticion del primero y el
segundo del cuarto, entonces damos soluciones en los cuadrante primero y segundo.
x1=60° + 180% ; k € Z X2 = (180°—60°) + 180% ; k € Z

=120° + 180°%
El conjunto solucién es: S = {60° + 180°%; 120° + 180°%; (k € Z)}
d) 3senx - cotx=2sen’x—3
COS X
sen X

3senx - =2 (1-cos’X) -3

3cos x=2-2cos’x —3

3 cos x =—1 — 2c0s?X

2cos’>x +3cosx+1=0

(2cosx+1)(cosx+1)=0
2cosx+1=0 cosx+1=0

1
COSX=—< cosx=-1

Para el caso del cos x = —% determinamos primero la amplitud del angulo cuyo
coseno es 1 en el IC y después aplicamos las férmulas de reduccién para determinar los
angulos cuyo coseno es —% (IIC y HC) en el intervalo fundamental, pero conocemos
gue todos los coterminales t;imbién cumplen la condicién, luego las soluciones son:

X1 = (180° — 60°) + 360°% ; k € Z X2 =(180° + 60°) + 360% ; k € Z
= 120° + 360° = 240° + 360°
En el caso del coseno = — 1 eso se cumple para un solo valor en el intervalo

fundamental, luego x3 = 180° + 360°%; k € Z

El conjunto solucién es:

S = {120° + 360°k; 240° + 360°k; 180° + 360°%; k € Z}

4.3 Aplicaciones de la trigonometria (23 h/c)

El contenido correspondiente a esta unidad tematica aparece en el Capitulo 4 del Libro
de Texto.



Conceptos Relaciones Procedimientos

Seno, cosenoy — Teorema de Pitagoras
tangente en el Areade un tridngulo ——
triangulo {Teorema de Tales _
rectangulo T. angulos en la circunferencig &
————————————— T~ T Teorema de faanra —— s~ ===
TTeorema de los catetos Resolucidn de triangulos
Ley de los senos rectangulos
{ Ley de los cosenos
Poligonos
regulares y Area de un triangulo utilizando ¢

cuerpos la trigonometria y
geométricos Resolucién de

olodnentalag Propiedades%ie las figuras triangulos cualesquiera
geomeétricas elementales —

<

Formulas de areas y
volimenes de las
figuras elementales

Célculo geométrico en
poligonos regulares y en
> Cuerpos

Resolucién de problemas
de aplicacién

Demostraciones de
identidades
trigonométricas

Esquema

Resolucion de tridngulos rectangulos. Problemas de aplicacion.

El contenido referente a esta unidad temética se encuentra en los Epigrafes 1 y 2
del Capitulo 4 del Libro de Texto.

Lo esencial a lograr en él es que los alumnos apliquen la resolucion de triAngulos
rectangulos a la resolucion de problemas practicos. Es conveniente antes de iniciar la
unidad tematica proponer un trabajo practico con ejercicios con el objetivo de reactivar
los conocimientos geométricos estudiados en la Secundaria Basica referente a:

_ Propiedades y relaciones de las figuras planas (triangulos, cuadrilateros y
circunferencia),

__lgualdad y semejanza de triangulos, y

_ Teorema de Pitagoras.

El alumno desde grados anteriores conoce el teorema de Pitagoras. Los teoremas
que componen el grupo de teoremas de Pitagoras, lo estudiaran en décimo grado,
como estan estrictamente relacionados, es por eso que proponemos el tratamiento
concentrado en los tres teoremas y sus reciprocos en las dos primeras clases.

Para la primera clase proponemos la estructura siguiente:




[1 Andlisis de los triangulos semejantes que se forman cuando se traza la altura relativa
a la hipotenusa de un triangulo rectangulo.
[0 Analisis de los lados homologos de los triangulos semejantes.
[1 Deduccion de los teoremas partiendo de las relaciones obtenidas.
Una via metodoldgica puede ser.
A partir de una figura como la 4.14 y hacer a los alumnos las siguientes preguntas:
¢, Cuantos triangulos aparecen en la figura?

Clasifica los triangulos formados atendiendo

b a
a sus angulos. h
Comprueba y fundamenta que los triangulos A p_ °
gue aparecen en la figura son semejantes. < . —>
Fig. 4.14

Después de concluir que: AADC ~ AABC ~ ABCD.se les puede pedir a los alumnos
el establecer proporciones entre los lados homologos de los triangulos, ADC y BCD;
ADCy ABC; DBC y ABC quedandoles que:

Entre los triAngulos ADC y BCD se cumple: :§ ,0,h?=p - g

Lo S O -

Entre los triangulos ADC y ABC se cumple: = E ,0,b?=q-c

y entre los triangulos DBC y ABC se cumple: S = f ,0,a2=p-c

Después se debe propiciar que los estudiantes con sus palabras enuncien el
teorema de la altura y el de los catetos, el profesor debe destacar que junto con el
Teorema de Pitdgoras conforman el conocido Grupo de Teoremas de Pitagoras

Otra via seria mediante la resolucién de ejercicios donde los alumnos apliquen los
conceptos y teoremas estudiados anteriormente en esta unidad, de manera que ellos se
apropien de los nuevos conocimientos por una via mas activa., siendo participes en la
elaboracion de lo nuevo.

Un ejercicio a proponer puede ser:
En la figura 4.14 se conoce que:
a)a=6,0yb=8,0.Calculac, p,qy h.

b)g=2,0cmyc=5,0cm. Calculaa, b,py h.

Es importante analizar con los alumnos el procedimiento para enunciar los teoremas
reciprocos de uno dado y en elaboracién conjunta, enunciar los teoremas reciprocos de
los teoremas de la altura y de los catetos.

Los alumnos han calculado elementos de un triAngulo rectangulo, pero desconocen
qué se entiende por resolver un triangulo. Es recomendable entonces precisar qué se
entiende por “resolver un triangulo”. Una via metodolégica a seguir puede ser la
siguiente: Dibujar un triangulo en la pizarra y preguntar ¢,cuales son sus elementos?.

El profesor podra precisar que por elementos de un triangulo se entienden sus tres
lados y sus tres angulos (6 en total) y que un triangulo se considera “resuelto” “al
conocer sus 6 elementos, concluyendo que por resolver un triAngulo se entiende
calcular los elementos desconocidos cuando se conocen algunos de ellos.

También es necesario precisar cuantos elementos, como minimo, se deben conocer
para resolver un triangulo y cuéles son. Se sugiere apoyarse para ello en los criterios de



igualdad de triangulos y concluir que un tridngulo esta univocamente determinado
(existe y es unico) si de él se conocen:
e Sus tres lados.

e Dos lados y el angulo comprendido.
¢ Un lado y sus dos angulos adyacentes.

Se puede llamar la atencién al hecho de que en los tres casos se conocen tres

elementos y entre ellos siempre se encuentra, al menos, un lado.
Para que los alumnos comprendan por qué siempre es necesario conocer un lado; se
les puede mostrar varios triangulos semejantes entre si como la fig 4.1 del texto, de la
cual pueden ellos mismos concluir que si se conocen solo los tres angulos de un
triangulo, este no esta univocamente determinado ya que todos los triAngulos
semejantes entre si tienen sus 3 angulos respectivamente iguales.

De todo el andlisis anterior el alumno debe concluir que para resolver un triangulo
es necesario conocer 3 elementos y que uno de ellos, al menos, debe ser un lado. El
profesor debe precisar que esto no basta ya que los tres elementos, aunque uno de
ellos sea un lado, deben estar relacionados entre si de la misma forma que algunos de
los criterios de igualdad de triAngulos, pues es posible tener 3 elementos, un lado entre
ellos y que el triangulo no exista 0 no sea unico.

Después de hecho este andlisis, se sugiere precisar que en este momento se
tratara el triangulo rectangulo y que en este caso especifico, como siempre se conoce
un angulo (el recto) basta con conocer dos elementos (uno de los cuales ha de ser un
lado.

Puede el alumno concluir que:
La resolucion de triAngulos rectangulos comprende cuatro casos distintos:

o conocido un angulo agudo y la hipotenusa,
o conocido un angulo agudo y un cateto,

o conocido un cateto y la hipotenusa, o

o conocidos los dos catetos.

Destacar que para resolver un triAngulo rectangulo deben tenerse en cuenta los
siguientes principios:

1. Dibujar un triangulo rectangulo sefialando los elementos conocidos.

2. Cuando se conoce un angulo agudo, se puede hallar el otro restdndolo de
90° ya que son angulos complementarios.

3. Para hallar un elemento desconocido se escoge una relacion que contenga
a dicho elemento y los datos conocidos, ya que los elementos calculados
estan afectados por la inexactitud de la Gltima cifra de las razones
trigonométricas y de este modo no se incrementa mas el error.

Esta relacion escogida puede ser una razén trigopnométrica o uno de los

teoremas del grupo de teoremas de Pitagoras.




Se propondran ejercicios del epigrafe 1y 2 (Problemas) del Libro de Texto u otros
creados por el profesor. Entre los problemas que se planteen no deben faltar algunos
como el Ejemplo 3 en los que se utilicen las expresiones de angulo de elevacion o de
depresion como datos, ya que estos casos se dan mucho en la practica. Antes de
plantear problemas de este tipo es conveniente aclarar a los alumnos el significado de
las expresiones “angulo de elevaciéon”, “angulo de depresién”, “visual”; para ello pueden
utilizar la figura 4.8 del texto.

Célculo de areas utilizando la trigonometria

Este punto esencial se pueden disponer de hasta 2 clases. El contenido referente
a este punto esencial se encuentra en el epigrafe 5 del Capitulo 4 del libro de texto.

Se introduce una nueva expresion para calcular el area de un triangulo, que por su
utilidad posterior es necesario que los alumnos se apropien de ella pues permite
calcular el &rea de un tridngulo conocidos dos lados y el angulo comprendido. La
demostracion puede hacerse como en el libro de texto y para su fijacibn pueden
hacerse ejercicios como el Ejemplo 1y los ejercicios 1y 2 del propio epigrafe.

Se debe propiciar que los alumnos obtengan la férmula para calcular el area del
triangulo equilatero, el paralelogramo y el rombo, como se muestra a continuacion.

En el caso del triangulo equilatero como sus angulos tienen una amplitud de 60° y
todos sus lados son iguales, entonces, el area seria:

A= 3 a-a sen 60° (a: lado del triangulo)

_ D c Cc D c C
A:E 2 A S B X < B
‘ @ ®)
Fig. 4.15

Area del paralelogramo (A = b-h)
En todo paralelogramo al trazar una de
sus diagonales se descompone en dos triangulos acutangulos iguales (Fig.4.15 a) o en
dos tridngulos oblicuangulos iguales (Fig. 4.15 b).

En la figura 4.15 a se cumple: Anscp = 2 AnaBD
Aagcb = 2+( %a-d sen o)

(0°%< . < 90°)
Aascp =a-dsena (1)

En la figura 4.15 b se cumple:
Anscp = 2 AaaBc
Assco = 2-(; a-b sen B)  (90° < B < 180°)

Aasco = a-bsenf (2)

pero b=d y B =180°- a, luego sustituyendo en (2) obtenemos:
Aascp = a-d sen (180° — o)
Aascp = a-d sen a

gue es la expresioén (1), por lo que podemos concluir:



El area de un paralelogramo es igual al producto de dos lados consecutivos
por el seno del &ngulo formado por esos lados

Este teorema se ha deducido, luego su demostracién es precisamente lo que ha
permitido arribar a la formulaciéon del teorema.

En el caso del rombo, como es un paralelogramos con sus cuatro lados iguales, se
tiene: A=a%sena (0° < a < 180°)

Ley de los senos y de los cosenos

Para este punto esencial se pueden disponer de hasta 10 clases. El contenido
referente a este punto esencial se encuentra en los epigrafes 3 y 4 paginas 255 y 260
del libro de texto.

Lo fundamental que el alumno debe dominar en este punto esencial son las
relaciones de las Leyes de los senos y los cosenos y las apliquen a la resoluciéon de
triangulos cualesquiera, tanto para el calculo de la longitud de lados como para la
determinacion de la amplitud de &ngulos, y la resolucién de problemas de la practica.

Para el logro de estos objetivos (Ley de los senos) se sugiere plantear un ejercicio
donde el estudiante tenga que resolver un tridngulo cualquiera, pero que con los
conocimientos que posee no puede dar respuesta a esta situacion, es decir, se dé un
lado y dos angulos (uno de ellos opuesto al lado dado) o un lado y los angulos
adyacentes a ese lado, por ejemplo:

En el triangulo ABC se conoce: a = 10cm, o = 60° y y = 45°, Calcula los restantes
elementos del triangulo.

En este momento se debe plantear a los alumnos que con los conocimientos que
poseen no pueden resolver el triangulo, luego es necesario buscar otras relaciones que
nos permitan este trabajo.

Una posible via es plantear el Teorema y demostrarlo o analizar con los alumnos
qgque como todo triangulo es inscribible en una circunferencia, se puede tratar de
encontrar el radio de esta, cuyo centro es el circuncentro del triangulo.

En este caso se debe empezar analizando el triangulo rectangulo, pues aplicando el
Teorema de Tales se puede determinar que el circuncentro es el punto medio de la
hipotenusa, pues el angulo inscrito en el didmetro es de 90° y por tanto el triangulo
determinado por este angulo y el didmetro es rectdngulo cuya hipotenusa seria el
diametro de la circunferencia circunscrita.

Seguidamente plantear ¢como poder determinar esta circunferencia en el caso de
un triangulo acutangulo u obtusangulo? En la figura 4.16 a, tenemos inscrito en una
circunferencia de centro O un triangulo ABC acutangulo. Tracemos un diametro que
tenga uno de sus extremos en un vértice del triangulo (Fig. 4.16b), sea este CD y la

cuerda DE o AD, determinando los angulos 6 o ¢ y los triAngulos CDB o ADC,
rectangulos en B y A respectivamente.
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Fig. 4. 16

En el A CDB tenemos: sen 0 = % despejando €D obtenemos €D = ﬁ (1)

pero 0 = o por ser angulos inscritos en el mismo arco (EC) y €D = 2R por ser R el radio

de la circunferencia circunscrita, luego, sustituyendo en (1) tenemos:
2R =—

Fan X

Haciendo este mismo andlisis con el triangulo CAD encontramos que:
b
2R =

zen B
Si tomamos otro diametro que tenga por extremo el vértice A o el B encontraremos que
2R =— -, luego podremos concluir que:

FET Y

E:b:c:2R

senx senfl zeny

En el caso del triangulo obtusangulo con relacion a los angulos agudos obtendriamos
los mismos resultados, debemos analizar si sucede o mismo con respecto al angulo
obtuso.

Sea la figura 4.17 donde el triangulo ABC es obtusangulo, en este caso al trazar el
didmetro CD, se obtiene el ACBD rectangulo en B, en el cual se
tiene que:

o

CD =

zen B
pero, o y 6 son angulos inscritos en arcos que suman 360° por
tanto a + 6 = 180°, luego,
2R = -

zen (1800 — )

2R ==

Fan
Fig. 4.17 obteniendo asi que esta relacion también se cumple en el caso
del triangulo obtusangulo y es conocida como Ley de los senos.
Enunciar el Teorema 1, pag 255 del libro de texto.

En este momento es importante analizar con el estudiante que este teorema consta
de dos partes, una se refiere a que “la razén entre la longitud de un lado y el seno del
angulo opuesto a ese lado es constante” y la segunda parte, que esa constante es
“‘igual al duplo del radio de la circunferencia circunscrita” esta situacién debe quedar
bien clara en los alumnos porque ambas partes se pueden aplicar indistintamente.

Una vez de haber obtenido la Ley de los senos o demostrado el teorema
correspondiente se debe retomar el ejercicio planteado al inicio y resolverlo.

Es importante también hacer ejercicios formales de resolucién de triangulos donde se
aplique la Ley de los senos como el Ejemplo 1 del epigrafe 3, pagina 256 del libro de
texto.

Al tratar esta Ley se deben resolver ejercicios como los ejemplos 2, 3 y 4 pagina
257 y 259 del libro de texto donde los elementos que se conocen son dos lados vy el



angulo opuesto a uno de ellos. Como este caso no corresponde a ninguno de los
criterios de igualdad de triangulos con estos ejemplos se muestra que pueden existir
dos soluciones (Ejemplo 2 pag. 257), ninguna solucion (Ejemplo 3 pag. 258) o una
solucion (Ejemplo 4 pag 259); después de haber resuelto estos ejemplos con los
alumnos se debe realizar el siguiente analisis:

c-senf}
b

Al analizar la expresion seny = veras que:

- Si c-sen > b entonces sen y > 1 por lo que no existe ningin angulo que

cumpla esa condicion, por tanto no existe un tridngulo con las condiciones dadas.

- Si c-sen f<bentonces 0 < seny<1luego existen soluciones en el IC y IIC

entonces existen dos soluciones, por lo que existen dos triangulos que cumplen
con las condiciones iniciales.

Concluyendo que en el caso de conocer dos lados y el &ngulo que se oponen al
mayor de estos lados como la solucién es Unica queda determinado univocamente el
triangulo y enunciar los teoremas 2 y 3 paginas 258-259.

Para ejercitar la Ley de los senos se pueden proponer los ejercicios 1y 2 del Epigrafe 3
del libro de texto.

Para el caso de la Ley de los cosenos plantear el teorema, pagina 260 del libro de
texto y demostrarlo, lo cual puede realizarse siguiendo el texto.

Una vez demostrado este teorema para un lado debe mostrarse como queda
expresado para los otros dos lados y también debe mostrarse que puede utilizarse para
el calculo de la amplitud de angulos en el triAngulo, conocido los tres lados despejando
en la relacion.

Se deben analizar los Ejemplos 1y 2, paginas 261 y 262, para mostrar en qué casos
se aplica esta ley. El Ejemplo 2 aparece resuelto en el texto aplicando la ley de los
cosenos para hallar los dos primeros angulos. También puede resolverse, una vez
obtenido el primer angulo por la Ley de los cosenos, calculando el segundo por la Ley
de los senos; de seguir esta via es conveniente comenzar por hallar el mayor de los
angulos (el opuesto al mayor lado), pues la Ley de los cosenos no discriminara si el
triangulo es obtusangulo o no.

Para ejercitar la Ley de los cosenos se deben realizar ejercicios formales de
resolucién de triangulos como los del ejercicio 1 del propio epigrafe 4.

Una vez que los alumnos hayan fijado las leyes de los senos y los cosenos con
ejercicios formales se deben hacer problemas de aplicaciébn como el Ejemplo 3 del
epigrafe 4, pagina 262, ya que lo fundamental en este punto esencial no son las leyes
en si, sino la aplicacion de estas. Estos problemas pueden ser escogidos entre los
ejercicios del 2 al 9 del Epigrafe 4, los ejercicios 5, 7 y 9 del Capitulo u otro que el
profesor pueda crear.

Célculo en poligonos regulares y cuerpos.

Para este punto esencial se dispone de hasta 8 horas clase cuyo contenido se
encuentra en los epigrafes 6 y 7 del Capitulo 4 del texto.

Lo esencial a lograr en este punto es que los alumnos apliquen sus conocimientos
trigonométricos y geométricos al calculo en poligonos regulares y en cuerpos.

La unidad comienza con el calculo en poligonos regulares. Su tratamiento puede
hacerse mediante ejercicios recordando previamente a los alumnos que un poligono
regular es aquel que posee todos sus lados, asi como sus angulos iguales y precisando
cuales son sus elementos.

Por elementos de un poligono regular entendemos:




namero de lados, longitud de un lado, radio de la circunferencia circunscrita y apotema
(radio de la circunferencia inscrita). Es conveniente también hacer referencia al
significado de los prefijos: exa, deca, octo, ..., etc. para que los alumnos interpreten con
facilidad los términos exagono, decagono, etc.

Debe quedar bien claro que conocido el numero de lados de un poligono regular y
orto elemento cualquiera, es posible siempre hallar los restantes, asi como su area y
que el célculo de un poligono regular se reduce al célculo en un tridngulo isésceles y
por ende al de un triangulo rectangulo. Esto ultimo puede mostrarse facilmente con solo
trazar los radios de la circunferencia circunscrita al poligono regular y mostrando que
este se descompone en tantos triangulos isosceles como lados tiene el poligono y que
todos son iguales entre si, por lo que basta trabajar en uno de ellos para calcular
cualquier elemento.

Después de hecho este recordatorio puede proponerse el Ejemplo 1 del epigrafe 6,
donde conocido el lado de un decagono regular se pide calcular otros elementos.

Estas figuras son muy importantes en matematica y tendran mucha aplicacion en el
epigrafe que sigue por lo que se debe procurar que los alumnos fijen todo lo
concerniente a ellas.

Aunque el area de un poligono regular puede calcularse por suma de areas de
triangulos, en el libro de texto se demuestra una férmula para calcularlas en funcién del
semiperimetro y la apotema del poligono que simplifica mucho este célculo por lo que
sugerimos que se demuestre a los alumnos y que estos la memoricen para su uso
posterior. La demostracion es muy simple ya que se hace por suma de areas.

Para la ejercitacion de estos contenidos pueden seleccionarse ejercicios entre el 1y el
6 del epigrafe 6.

Otro tema importante a tratar en este punto esencial es el célculo de cuerpos. La via
metodoldgica a seguir para su tratamiento sugerimos gque sea la misma que en el tema
anterior, es decir, proponer ejercicios a los alumnos comenzando con ejemplos muy
sencillos e ir aumentando poco a poco las dificultades.

El célculo de cuerpos se comienza a tratar en Secundaria Basica, en décimo grado
se profundiza en esto y se pueden resolver otros tipos de ejercicios pues los alumnos
poseen otras herramienta para ello, pero recordemos que en este grado el calculo de
cuerpos aparece como una aplicacion de la trigopnometria por lo que los ejercicios que
se propongan a los alumnos deben requerir de ella para resolverlos.

Para comenzar seria conveniente proponer un ejercicio cuya resolucion sea
inmediata como el ejemplo 1 del epigrafe 7 del texto. Después de analizado este
ejemplo pueden proponerse ejercicios como el 1 del epigrafe 7 del texto donde se pide
calcular el volumen de dos prismas rectos de los cuales no se tienen todos los datos
para hallarlo.

En el inciso a), por ejemplo, se necesita hallar el area de la base y la altura del
prisma, este es de base rectangular por lo que es necesario conocer los dos lados del
rectangulo para hallar su area y solo conocemos uno.

El alumno puede ser guiado a reconocer que necesita este dato y como puede
hallarlo aplicando el Teorema de Pitagoras ya que conocen un cateto (un lado) y la
hipotenusa (la diagonal del rectangulo). También deben hallar la altura pues no aparece
como dato y para ello deben aplicar la trigonometria para calcular el cateto HD (altura
del prisma) en el triangulo rectangulo HDB del cual conocen otro cateto y un angulo
agudo.

Se sugiere, después, proponer ejercicios donde se pida calcular, ademas del
volumen, el area total o lateral del cuerpo como el Ejemplo 3 del epigrafe 7 y ejercicios



donde se pida calcular el volumen o area total de cuerpos compuestos como el Ejemplo
2 del propio epigrafe.
Para ejercitar este contenido se pueden escoger ejercicios como el 1, 2, 4, 6 y 8 del
Epigrafe 7 del libro de texto. Para los mas aventajados se pueden proponer ejercicios
comoel3,5y7.
En el epigrafe 11 del libro de texto aparecen ejercicios de aplicacion a la Fisica y la
Astronomia, que no se deben dejar de hacer.
Otros ejercicios de aplicacion a la geometria y la Fisica pueden ser:

El logro de estas exigencias se materializa en la practica cuando los alumnos son
capaces de resolver ejercicios como los siguientes:
1. Sisen a = , calcula las restantes razones trigonométricas de a.

2. Si A ABC es rectangulo en C, cos o = Yy el cateto a = 3,0u, calcula las longitudes

del cateto b y la hipotenusa c.
3.a)Sicosa= ysen a< 0 calcula las restantes razones trigonométricas de a.

b) Sitan a =-1,5y a € IIC, calcula las restantes razones trigpnométricas de o
c) Siseca =2y a e IVC, calcula las restantes razones trigonométricas de a.
4. Calcula:

0°: am 45°. | sen? zo”
o . o Eec s tan 45 - —
) zen 307 + coe45” -tan 60 b) ? "a/zenT 0% —tan oP- cacas?

coz30%— zen 0% tan 307 tan 607

sen 352" —coz136.4% tan 3437 cos(—150" |+ sen 215" —tan 418,3% co= 765"

C) tan(—31,7%)— sen 518° %c‘sc‘ &60° +cot30®
5. a) Una fuerza de 20,0N forma un angulo de 30,0° con la horizontal. Calcula sus
componentes.

b) Las componentes horizontal y vertical de una fuerza son 35N y 17N
respectivamente. ¢ Cual es la intensidad de la fuerza y qué angulo forma con la
horizontal?

6. La base de una pieza de madera tiene forma de rombo y su perimetro es de 40 cm.
Si la longitud de la diagonal menor es de 12 cm, calcula la amplitud de los angulos
del rombo.

7. Simplifica las expresiones siguientes:

4

a) cost+tant.sent (t=90°) b)f'?’#_1 (x # 90°)

E?‘!E &

) S'E?‘!:x + S'E?‘!:x (a + Oo)

1+cosmx l—cosmx
8. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a)6senx=3 b) cos a = - 0,8059 c) sen x = 0,6089

d) tan 0 = 4,75 e)sec?0 = e)cot?x=3

9. Halla el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones:



a) 2sen x + cos?x =0 b) cos x - tan x = cos x
c)2sen x - cosXx-cosx=0 d)secx-cosx=0
10. Demuestra las igualdades siguientes para los valores admisibles de la variable.

a) cos*x - sen*x +1 = 2c0s?x b) sen?p + tan’f = sec?p - cos?PB
1—zen’x _ 4 _ ooty t+tany
) — =, - cosa d)secy= EE—

11. Una escalera de 5,2 m de longitud esta apoyada en una pared de modo que su
pie dista 2,0 m de la pared. ¢{A qué distancia de la base se apoya la escalera a la
pared?

12.  Enun AMPN, rectdngulo en P, la altura relativa a la hipotenusa mide 8,0 cm.

a) ¢ Qué longitudes enteras pueden tener los segmentos determinados por la altura
sobre la hipotenusa?

b) ¢ Qué longitudes tienen los segmentos de hipotenusa si la razon entre ellos es de
1:47?

c¢) Halla la amplitud del angulo que forma la hipotenusa con el cateto mayor.

13. En el AABC, rectangulo en C e is6sceles de base AB; la longitud de la altura
relativa a la hipotenusa es = = 6,0 cm. Calcula las longitudes de sus tres

lados.

14. Resuelve el triangulo ABC, si se sabe que:
a)a=412u;b=28u;y=>58,2°
b) a=53,1°; b=198u;y=22,3°
c)c=91u;b=16u;a=53u

15. Dos trenes parten al mismo tiempo de una misma estacién siguiendo vias
rectilineas que forman entre si un angulo de 30°-Uno de los trenes se mueve con una
velocidad de 30 km/h y el otro a 40 km/h ¢ A qué distancia se encuentran los trenes
al cabo de media hora?

16. Para calcular la distancia entre dos puntos a la orilla de un lago, se establece un
punto P a 100 m de un punto M; al medir los angulos resulta que Z/M = 110°y £ P =
400, ¢ Cuél es la distancia entre los puntos My Q ?

17. El rombo MNPQ tiene 6,0 cm de lado, £ P = 60°,
E: punto medio de NP. Calcula ME, MP y / EMP




18. El lado de un exagono regular es igual a 12 cm, halla su area y el radio de la
circunferencia circunscrita el mismo.

19. Halla el volumen de la pirdmide triangular regular que se
muestra en la figura.

20. La figura representa un cilindro circular recto al cual se le ha
realizado una perforacion en forma de cono cuya altura es la mitad de
la del cilindro. Si o = 60° y la altura del cilindro es 8,4 cm, halla el
volumen del cuerpo representado.

21. En un cono circular recto dos generatrices opuestas forman un
angulo de 50°. Si las generatrices miden 15,5 dm, calcula el volumen
del cono.

a) ¢ Seran suficientes 5L de pintura de aceite para pintar dos veces totalmente el cono,
si con un litro se pueden pintar dos metros cuadrados de superficie?

22. En la piramide regular de base cuadrada ABCDS
gue se muestra en la figura se cumple que:
e |a diagonal de la base AC = 8,0 cm,

e tan o = 2 (a: angulo de inclinacion de las aristas
laterales).

Calcula:

a) El volumen de la piramide.

b) Su area lateral.

23. El lobby de un edificio tiene forma pentagonal ABCDE

como muestra la figura __, y en el cual se cumple: A E
-AB 1 4E, ED 1 4E;

- AB=BC=CD =DE,

- /BCD = 120°; A5 = 5,0 m. B D
Calcula su area y perimetro.

Fig.



UNIDAD 5 ESTADISTICA DESCRIPTIVA (14 h/c)
INTRODUCCION

La unidad ofrece la oportunidad de continuar sistematizando el trabajo con
conjuntos numericos, ecuaciones y funciones, asi como lo aprendido desde primaria y
secundaria sobre el procesamiento de datos simples y agrupados. A través de su
estudio se hardan  precisiones sobre los principales conceptos, relaciones y
procedimientos que en ella se introducen, con algunos de los cuales se ha trabajado
implicitamente.

En la planificacion de los sistemas de clases debe tenerse en cuenta una vision
integradora de la actividad para el procesamiento de datos, en que se revele la
realizacion del sistema de acciones y operaciones que se realizan al hacer: el analisis
de la situacion de partida o inicial que es objeto de estudio, la que se caracteriza por
la realizacion de reflexiones, desde diferentes puntos de vista, de la informacion que
aporta la situacion o problematica, y en que se ejecutan acciones para identificar,
analizar y validar los datos que se requieren para realizar el estudio o resolver un
problema; la obtencion de los datos, que abarca la planeacion y ejecucion del
proceso de busqueda de los datos necesarios, que facilita la realizacion del estudio
sobre un determinado hecho o fenbmeno, y en que se ejecutan las acciones de
planificar, seleccionar, localizar, recopilar, clasificar y registrar los datos obtenidos; la
simplificacién de datos, que se caracteriza por someter a procesos de transformacion
los datos que se tienen (cuantitativos o cualitativos), asi como los resultados de las
mediciones realizadas, en que se ejecutan acciones para organizar, tabular, cuantificar,
calcular y representar en tablas y graficos o por medio de medidas representativas los
datos recopilados y la comunicacion de los resultados obtenidos, que se
caracteriza por la expresion, en forma oral o escrita, de la informacién que proporcionan
los datos en un estadio que posibilite el proceso de comunicacion como resultado final
del proceso, con la aplicacion de los principios de analisis y sintesis en que se ejecutan
acciones para describir, comparar, interpretar, argumentar, fundamentar y valorar los
resultados obtenidos.

Objetivos de la unidad
Los estudiantes deben ser capaces de:
= Reconocer el objeto y las tareas de la Estadistica Descriptiva y su importancia para
la sociedad.
= |dentificar los tipos de escala en que se pueden cuantificar los fendmenos y
procesos de la realidad objetiva que se estudian y los recursos de la Estadistica
Descriptiva que se pueden utilizar en correspondencia con el tipo de escala.
= Describir datos por medio de tablas, graficos y algunas caracteristicas numéricas
(medidas de tendencia central y medidas de dispersién) como herramientas Utiles
para analizar tendencias y poder hacer valoraciones sobre hechos y fenomenos de la
vida econdmica, politica y social de Cuba y el mundo, haciendo uso de las
facilidades de una hoja electronica de calculo.



ESTRUCTURA INTERNA DE LA UNIDAD 5

ESTADISTICA e Importancia del procesamiento de datos
v . . . .
e Poblacion, muestra, variable, tipos de variables.
Conceptos PésicOS e Escala de medicion de las variables
v e Datos simples y datos agrupados.

Descripcion de datos simples y agrupados mediante tablas, graficos y
medidas de tenfencia central

Medidas de dispersion para datos simples y agrupados

De esta estructura se derivan las siguientes unidades tematicas:
e Laimportancia del trabajo con datos para la sociedad/Escalas
e Representacion de datos simples y agrupados mediante tablas, graficos y
medidas de tendencia central
e Medidas de dispersion para datos simples y agrupados

Sub.  contenidos 14h/c
unidad
5.1 La importancia del trabajo con datos para la sociedad. Repaso de:

Poblacién y muestra. Objeto de la estadistica y en particular, de la
estadistica descriptiva. Variables. Variables cualitativas y cuantitativas. |3
Variables discretas y continuas. Escalas: nominal, ordinal, de intervalos
y de proporciones.

5.2 Repaso de: Distribuciones empiricas de frecuencias. Representacion de
datos simples y agrupados mediante tablas de frecuencia absoluta,
frecuencia relativa, frecuencia relativa porcentual, frecuencia absoluta
acumulada, frecuencia relativa acumulada. Representacién de datos
simples y agrupados mediante graficos (pictogramas, de barras, de
pastel para datos cualitativos; histogramas y poligonos de frecuencia de
frecuencia absoluta, de frecuencia relativa). Medidas de tendencia|g
central para datos simples. Media aritmética para datos agrupados.
Clase mediana y clase (es) modal (es) para datos agrupados. Ventajas y
limitaciones de estas medidas.

Tablas de frecuencias absolutas acumuladas y de frecuencias relativas
acumuladas para datos cuantitativos. Histograma y poligonos de
frecuencias absolutas acumuladas y de frecuencias relativas
acumuladas para datos cuantitativos.

5.3 Medidas de dispersion para datos simples y agrupados. Recorrido,
amplitud o rango. Desviacion media. Varianza. Desviacion tipica o
estandar. Coeficiente de variaciéon de Pearson. Ventajas y limitaciones
de estas medidas.




Bibliografia basica para el desarrollo de la unidad
Rodriguez, F. y otros: Manual de Introduccion a la Estadistica Descriptiva. Ed. Pueblo
y educacion, 2007.

Para el tratamiento de la unidad es esencial que los estudiantes logren:

e Analizar la situacion de partida para precisar interrogantes y determinar la
variable que se va a estudiar y los datos que se requieren.

e Caracterizar el tipo de la variable que se quiere estudiar e identificar la escala en
gue se puede cuantificar.

e Identificar de acuerdo con el tipo de variable y escala cuales son los
procedimientos estadisticos que se pueden aplicar en el estudio de una situacién
dada.

e Planificar, seleccionar, localizar, recopilar, clasificar y registrar los datos
obtenidos.

e Organizar y representar en tablas y graficos o por medio de medidas
representativas los datos recopilados.

e Interpretar, fundamentar y valorar los resultados obtenidos.

e Utilizar los recursos informéticos para la buasqueda de informacién o para hacer
uso de las facilidades de una hoja electronica de calculo.

Se sugiere orientar una tarea evaluativa en la primera clase de la unidad, con el
objetivo de que los estudiantes logren reconocer la utilidad de la estadistica en la vida
cotidiana, en diversas ramas de la economia y las ciencias, por medio de la aplicacion
de conceptos, relaciones y procedimientos de la estadistica descriptiva. A partir de una
situacion problematica dada, los estudiantes deberan: determinar cual es la variable a
estudiar, su tipo y la escala en que se puede cuantificar, establecer cuéles son los datos
gue se requieren, elaborar pequefias encuestas para obtenerlos, someter estos datos a
procesos de transformacion y finalmente, comunicar la informacién obtenida tras
realizar acciones de descripcion, comparacion, interpretacion, fundamentacion y
valoracion.

5,1 Laimportancia del trabajo con datos para la sociedad/Escalas

Para el tratamiento de este punto esencial se sugieren 3 h/c y el contenido
correspondiente aparece en el epigrafe 1 al 3 del Manual de Introduccién a la
Estadistica Descriptiva.

En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en esta unidad teméatica, destacandose como puntos
esenciales:

Conceptos Relaciones Procedimientos
Variable estadistica Relacion entre el tipo de  Identificar el tipo de escala
Variables cualitativas y variable y la escala en que en que se puede
cuantitativas se puede cuantificar cuantificar una variable
Variables discretas y Determinar preguntas que
continuas se pueden realizar para
Escalas nominal, ordinal, estudiar una variable,
de intervalos y de razones atendiendo al tipo de
escala en que se puede
cuantificar.

Esquema



El profesor debe explicar a los alumnos que la estadistica informa sobre las
propiedades generales y cuantificables de conjuntos de objetos o0 sucesos, en
particular, sobre la distribucion de determinadas caracteristicas o cualidades en una
poblacidén, pero que las proposiciones que se originan de la aplicacién de sus métodos y
procedimientos son validas para la poblacion, pero no para cada uno de los elementos
de esta. Es decir, que si la media de las notas de un grupo es 7, esto no significa que
cada alumno haya alcanzado esa nota.

Debe explicarse la diferencia entre poblacion y muestra y cdmo en la estadistica
descriptiva, como su nombre lo indica, se describen datos de un conjunto tomado como
poblacidén, mientras que en la inferencial, por el contrario, se infieren las propiedades
inherentes a la poblacion a partir de una muestra, la cual debe ser representativa para
que las inferencias que se hagan sean pertinentes. Se sugiere poner ejemplos sencillos
de muestras no representativas, para que los alumnos a su vez pongan otros
ejemplos, aun cuando en la unidad se trataran solo contenidos de la estadistica
descriptiva.

En esta unidad tematica se introducen las escalas para la cuantificacion de las
variables. Los alumnos deben saber las condiciones que se deben cumplir para aplicar
un tipo u otro de escala y como es posible pasar de una escala superior a una inferior.

Determine en cada caso qué variable se esta investigando, diga de qué tipo de
variable se trata y en qué escala se ha cuantificado. Transforme las preguntas en el
caso que la variable admita cuantificarse en una escala superior o inferior a la utilizada
en la formulacion de la pregunta.

1. Valore en una escala de 1 a5 cdmo ha sido la orientacién profesional que se ha
ofrecido a los alumnos de su grupo durante el presente curso.

Nota: 5 indica la mayor presencia de la caracteristica observada

2. ¢ Considera que aprovecha el tiempo en clases? Si__ No____
3. Indique los tiempos (en minutos) que los alumnos de su grupo necesitaron para

calcular los divisores primos de 2550:

[0,5,1,5)

[1,5,2,5)

[2,5,3,5)

[3,5,4,5)

4. Indigue cuantas ausencias a clases ha tenido hasta el momento en el curso.
5. Escriba entre qué valores extremos ha estado la temperatura (en grados Celsius)
durante este mes en su localidad.

5.1 Representacion de datos simples y agrupados mediante tablas, graficos y
medidas de tendencia central
Para el tratamiento de este punto esencial se sugieren 7h/c y el contenido
correspondiente aparece los epigrafes 4 y 5 en el Manual de Introduccion a la
Estadistica Descriptiva.



Conceptos Relaciones Procedimientos

Tipos de variables estadisticas ~ Formulas para el Representar datos en
Datos simples y agrupados calculo de moda(s), la tablas

Tablas de frecuencia absoluta, Media aritmética y la Representar datos en
relativa y relativa porcentual mediana — graficos

Gréficos Propiedades de la Calcular moda (s),
Medidas de tendencia central ~ Media aritmetica media y mediana

Tablas y graficos de Interpretacion de tablas y

v

frecuencias absolutas
y relativas
acumuladas

gréaficos de frecuencias
absolutas y relativas
acumuladas

Esquema

Muchos de los contenidos de esta subunidad tematica han sido estudiados por los
alumnos en los grados precedentes. El trabajo con datos agrupados es uno de los
contenidos que mayor dificultad les puede presentar. Se puede partir de ejercicios y
problemas similares a los ejemplos 18 y 19 de las pp. 25-34 de Introduccion a la
Estadistica Descriptiva; con ellos se profundiza en el tratamiento de datos agrupados de
variables cuantitativas discretas y continuas. Se profundizara en conceptos tales como
clases, intervalos de clases, limites de clases, marcas de clase, amplitud de las clases y
limites reales de las clases, asi como en la construcciéon de tablas de frecuencias y
graficos (histogramas y poligonos de frecuencias). Debe llamarse la atencién de que el
area bajo la linea poligonal es igual al area cubierta por los rectangulos del histograma.

Los alumnos deben tener claro que cuando la distribucién es asimétrica o tiene
varias modas, 0 presenta clases abiertas en los extremos, o los datos no estan
medidos en una escala de intervalos o de razones o la muestra es muy pequefia, no se
debe determinar la media aritmética, sino que es mas apropiado determinar los otros
estadigrafos de posicion como la mediana y la moda.

En la tabla de frecuencias siguiente se han organizado los datos sobre la estatura
en centimetros de los jugadores de un equipo de baloncesto. La informacién se ha
presentado agrupada en intervalos.



Intervalo Fi
178-183 |1
184-189 |2
190-195 |4
196 -201 |3
202 -207 |2
208 -213 |1

a) El analisis de esta situacion en la clase puede conducirse hacia el tratamiento de
conceptos tales como: clases, intervalos de clases, limites de clases, marcas de
clase, amplitud de las clases y limites reales de las clases.

b) La situacion propicia la posibilidad de reactivar la construccion de tablas de
frecuencias y gréficos.

c) Esta situacion permite a la vez reactivar y sistematizar el trabajo con las medidas
de tendencia central.

Al concluir la unidad temética los estudiantes deben resolver ejercicios que integren
el contenido, similar a como se muestra en el ejemplo:
Concluye la construccién de la tabla de frecuencias siguiente, donde se han organizado
los datos sobre las calificaciones obtenidas en célculo numérico de un grupo de 40
estudiantes de los 357 de una escuela primaria.

Clases Fai fai | . F
| ai| . Xi
calificaciones | Fi | fi% | = = xi | % 17
en puntos) 1
[50;60) 10 | 4 a) Completa los espacios en blanco
[ 60:70) 8 65 e Lapoblacién es de _ estudiantes.
[70;80) 30 60 1800 | ® Lavariable estudiada es
e La escala de medicion de la variable
[80:90) 10 34 oo |
[90;100) 6 95 b) Determina la calificacion
Total promedio (media aritmética).

c) Halla la amplitud de las clases.

d) ¢Cuantos alumnos obtuvieron menos de 80 puntos?

e) Diga la clase modal. Justifica.

f) Halla en qué intervalo se encuentra la calificacién que ocupa la posicion central.

g) Construye un histograma de frecuencias relativas porcentuales y uno de
frecuencias absolutas acumuladas e interpreta la informacion que te
proporcionan.

5.3 Medidas de dispersién para datos simples y agrupados
Para el tratamiento de esta unidad tematica se sugieren 5 h/c. El contenido
correspondiente a las medidas de dispersion para datos simples aparece en el epigrafe



6 pag 40-46 del manual de Introduccion a la Estadistica Descriptiva y en el presente
material se ofreceran las orientaciones necesarias para el trabajo con datos agrupados.
En el esquema se representa la interrelacion entre los conceptos, relaciones y
procedimientos que se tratan en esta unidad tematica, destacandose como puntos
esenciales:

Estructura interna de la subunidad temaéatica 5.3

Conceptos Relaciones Procedimientos
Recorrido o rango Formulas para las medidas Calculo e interpretacion del
Desviacion media de dispersion recorrido, la desviacion
Varianza Propiedades de la varianza media, la varianza y la
Desviacion tipica o] desviacion tipica
estandar
Coeficiente de variacion de
Pearson

Esquema

Las medidas estadisticas caracterizan la informacion que se dispone; algunas
suelen situarse hacia el centro de la distribucién de datos (medidas de tendencia
central), pero por lo general no son suficientes para caracterizar una distribucion
estadistica, por lo que se requieren otras que muestran la variabilidad o dispersién de
los datos respecto a un valor central.

Como motivacion para la unidad temética se les puede presentar a los estudiantes
una situacion como la siguiente:

Ejemplo 1: En un concurso de Historia sobre [ Equipo A Equipo B

el significado del Escudo Nacional participan [ a1 3 B1 5
dos equipos de seis alumnos cada uno. [p> 4 B2 5
Cuando se recurre a las medidas de

tendencia central para identificar al mejor, se A3 5 B3 6
observa que aunque todos los participantes | A4 9 B4 8
no Iogra_n I_a misma p.untuaC|on, ambos tienen AS 10 BS 3
un rendimiento medio de 6,83 puntos y el

valor de la mediana es 7. A6 10 |B6 9

in_ 41 in_ 41

Media x 6,83 | Media x 6,83

Mediana Me | 7 Mediana Me | 7

Ante semejante situacion se puede explicar que la determinacion de las medidas de
tendencia central, aunque permiten describir la distribucion, no siempre dan la idea
completa del comportamiento de la variable estudiada. Para caracterizar la dispersion
de los datos, se hace necesario utilizar otras medidas que indiquen la variabilidad de la
informacion en relacion con los valores centrales, es decir, las medidas de dispersion.

El rango o amplitud de variacion: Es la diferencia del valor mas grande menos el
valor mas pequefio de la coleccion: R = X maxima — X minima. ES la mas simple de las
medidas de dispersion y se utiliza para comparar rapidamente dos distribuciones.
Cuanto mayor sea la diferencia, tanto mayor sera la dispersion. Tiene la ventaja de su



facil comprensién y determinaciéon. Esta determinada por los valores extremos, lo cual
puede ser una ventaja si estos son de interés para la investigacion, pero tiene la
desventaja que no proporciona informacion sobre la distribucion de la mayoria de los
datos. Debe ser utillizada para pequefias muestras (n<12), pues tiene un
comportamiento poco estable y varia grandemente en dependencia del tamafio de la
muestra.

Como el rango es poco confiable, es necesario estudiar otras medidas de dispersion,
una posibilidad es calcular la diferencia de cada uno de los datos y la media, y calcular
la media de tales diferencias.

A través del célculo y reflexiones con los estudiantes se puede llegar a la
conclusion de que la media de esa diferencia es 0, pues se compensan las diferencias
positivas con las negativas; y para evitarlo se puede trabajar con la media del valor
absoluto de estas diferencias, surgiendo asi una nueva medida de dispersion: la
desviacion media

La desviacion media se define como la media aritmética de los valores absolutos
de las diferencias entre los datos de la distribucion y su media aritmética. Este
estadigrafo revela donde estarian concentrados los datos si estuvieran todos a la
misma distancia de la media aritmética.

n

T X .
Para los datos simples se expresa como Dx='=L = >[x - X
n n |:1
k
= k
i —X
y como Dx = =1 == Zfi\xi — i\ para la distribuciones de datos agrupados.
n Ni=1

Donde:

Dy : desviacion media

fi: frecuencia del valor i o de la marca de clase i
X : media aritmética

k: nUmero de clases

Se les puede comentar a los estudiantes que por dificultades en el manejo
algebraico de los valores absolutos, se utiliza poco la desviacion media y se usa la
media de estas diferencias elevadas al cuadrado, obteniendo de este modo el concepto
de Varianza.

La varianza s? de un conjunto de datos xi, X2, X3,..., Xn, Se define como la media de
los cuadrados de las desviaciones de los datos de la variable respecto a la media.
n k

22 -\
P (x; - x) Pl (% = x)°;
Se calcula como s?=1=1 para datos simples y como s = '=1—para el
n n

caso de los datos agrupados, donde las variables tienen el significado arriba expresado.



Llegado a este punto se les puede hacer notar a los estudiantes que como en la
varianza, las diferencias entre cada dato y la media se elevan al cuadrado, entonces
esta medida para valores grande toma valores ain mas grandes y para valores
menores que 1, valores mas pequefios. Ella se expresa en una unidad de medida al
cuadrado; por lo que para resolver esta situacion se define la desviacion tipica o
estandar. Es la medida de variabilidad mas comiunmente usada y de mayor confianza.

La desviacion tipica o estandar se define como la raiz aritmética de la varianza y
se denota por la letra s.

En las ecuaciones para la varianza y la desviacion tipica se acostumbra dividir por n-

1 en lugar de por n, por resultar estas medidas mejores estimadores de los parametros
poblaciones, como se podra profundizar en estudios superiores.
Para introducir el estudio del coeficiente de variacion se explica que para poder apreciar
la magnitud de la dispersion necesitamos relativizar la medida, de manera que permita
determinar en qué distribucion los datos estdn mas agrupados y, por tanto, la media es
mas representativa. O dicho con otras palabras, en qué muestra A o B es mayor la
dispersiéon de una caracteristica determinada.

El coeficiente de variacion se define mediante el cociente entre el valor de la
desviacion tipica y el valor de la media, se expresa generalmente en tanto por ciento o

porcentaje; para calcularlo se utiliza la expresion: V = =.100. El coeficiente de variacion
X

es adimensional, por eso admite comparar distribuciones en las cuales las variables
estan expresadas en diferentes unidades de medida.

Es conveniente aprovechar las posibilidades que brinda la informatica para hacer
este proceso de forma rapida, a partir de los distintos paquetes profesionales que se
han elaborado o de Microsoft Excel.

Para la fijacion del contenido se pueden plantear tareas como las siguientes:

En la lista se ofrecen los datos correspondientes al peso en kilogramos (redondeado a
cantidades enteras) de una especie de animales.

2 34 3532435325 34255435 43272

a) ¢ Cudl o cudles de las medidas estadisticas (media aritmética, mediana, moda(s))
se adecua mas para describir la distribucion de los pesos? Fundamenta tu
respuesta y en correspondencia con ella, determina esas medidas y caracteriza
la distribucién de los pesos en el grupo estudiado.

b) Investiga la dispersion de los datos. Explica el significado del resultado obtenido.
Presenta tu respuesta en el equipo de estudio.

Xi Fi
Cantidad | Cantidad
de de dias
llamadas
telefonicas
15-25 15
26-36 15
37-47 32




Para el estudio del funcionamiento de una pizarra telefénica 48-58 24

durante sus primeros 100 dias, se organiza la informacién en 59-69 10
una tabla de frecuencias de datos agrupados. Se conoce

ademas que la media es de 43 llamadas diarias, la mediana 70-80 4

es 41,5 y la moda es 44; sin embargo existen dias con un
minimo de 15 y otros con un maximo de 79 llamadas, lo que evidencia cierta dispersion
en la frecuencia de los datos.

a) ¢, Cual de las medidas de dispersion utilizarias, para hacer el analisis del
funcionamiento de la pizarra telefénica?

b) Realiza un informe con la valoracién de como se comporta la distribucion de las
llamadas durante los 100 dias.

2. Al finalizar una carrera de velocidad, el profesor de Educacion Fisica midio las
pulsaciones de cada uno de los 30 alumnos del grupo. Los resultados obtenidos se
encuentran en la tabla siguiente. Fundamenta qué informacion se puede extraer de la
tabla.

RITMO DE ALUMNOS
PULSACIONES

[80;90)

[90;100)

[100;110)

[110:120)

[120;130)

3. Una fabrica de refrescos utiliza dos maquinas embotelladoras semejantes con la
misma capacidad de llenado de dos litros. Para el control de la calidad se seleccionan
6 pomos de cada maquina y se mide la cantidad de refresco existente en cada uno,
obteniéndose los resultados en litros que muestra la tabla.

a) ¢ Cual de las maquinas es mas precisa? Justifica tu respuesta.

Maquina A | Maquina B

2,04 1,98
1,96 1,98
1,96 2,00

2,00 2,03




1,99

1,98

2,02

2,01




